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PREMIERE THESE. 

RECHERCHES 

POINTS SINGULIERS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



INTRODUCTION. 
L'étude des intégrales d'une équation diU'érentielle 

dans le voisinage de valeurs .r,,,)', (que Ton peut supposer nulles) et pour 
lesquelles X et Y sont holomorphes et s'annulent simultanément a fait 
l'objet de nombreux travaux, dont les premiers en date sont ceux de 
Briot et Bouquet ('). Les tra\anx"si remarquables et si profonds de 
MM. Picard (*) et Poincaré(*) ont ensuite élucidé complètement les dif- 
ficultés que présente l'étude de ces intégnites, dans le cas, que l'on peut 
considérer comme le plus général, où, par un changement de variables, 
on peut mettre l'équation (i) sous la forme 

{x-\-. . .)(/j'H-(— A) ^-. . .),/.(■ = o, 



(') Journal de l'École Polytechnique, i856. 

{•) Comptes rendus, 1878, p. 43o, 743. Bull. Soc. Math., i8t 

(») Journ. Èc. Polyl.. 1878. Thèse, 1879. Joutn. de Math., 
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en n'écrivant que les tei'mes de moindre degré et désignant par \ une 
constante qui n'est ni nulle ni négative, ni un entier ou l'inverse d'un 
entier. A ta suite lîes deux illustres analystes déjà cités, MM. J. Ben- 
dixson ('), Horn(*), E. Lindelôfr(*), Autonne (*) ont étudié le cas oùX 
est un entier. M. Bendixson (') a également étudié le cas où >. est négatif. 
Tous ces travaux ne concernent que le cas où x-,, j, sont les coordonnées 
d'un point d'intersection simple des courbes \ = o, Y ^ o. Dans le cas 
où ce point d'intersection est d'ordre quelconque, nous aurons à citer un 
Mémoire de M. Darboux (') montrant comment on peut, dans certains 
cas, obtenir l'intégrale générale de (i), les travaux de M. Autonne (*) sur 
la recherche des intégrales algébroïdes et ceux de MM. Bendixson et Horn, 
qui ont étudié complètement, dans le domaine réel, les intégrales voisines 
de valeurs singulières. On doit également citer sur ces divers sujets les 
travaux remarquables dy M. Konigsberger (*). Malgré toutes ces recher- 
cfies, de nombreux cas pariicnliers, présentant des difficultés spéciales, 
restent à étudier. 

Ce travail est la première Partie d'une série de recherches sur l'étude, 
soit dans le champ réel , soit dans le champ com[dexe, des intégrales d'une 
équation difl'érentielle dans le voisinage de valeurs singulières. L'équa- 
tion sei'a supposée soit tt'tohie par lappoit àj/, soit algébroide en x, y 
et y. Pour les valeurs singulières, x,, y,, considérées,^ ou sera de la 
forme ^, ou présentera des singularités algébriques, ne rentrant p>as dans les 
cas classiques. J'ai énoncé les principaux résultats que j'ai obtenus dans 
cette étude, dans des Wotes publiées dans les Comptes rendus {^). Ce tra- 
vail est le développement des deux premières Notes. Je n'y considère que 
les singularités d'une équation résolue par rapport à ^ et ne m'occupe 



(') Stocfc/ioln^O/versiffl, ,i8gi, iBq5. Âcla matkeniatica, l. XXIV. 

(') Journal de Crelle, 189.',, 1896, 1898. Math, Ann., 1898. 

(') Acta Societwiis Fennicœ, 1897. 

(') Annales de l'VnhersUé de Lyon, 1891. Jourti. Éc. Polyt., 189' 

(') /Suit, des Sciences mathématiques, 1878. 

(') Lehrbuc/i der Analysa. 

{'') 3i Juillet 1899; 39 avril 1901 ; 16 mai 1901 ;, 39 juillet 1901. 
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RRCHERCHRS SUR LES POINTS SINGULIERS DBS EQtJATIONS, ETC. J 

que de l'étude des intégrales dans le champ complexe, sans m'arrêter aux 
conclusions qu'on peut en tirer pour l'étude de ces inTégrales dans le 
champ réel. 

Avant de chercher dans quelle mesure on peut étendre au cas où les 
valeurs singulières, .r,, y^, sont les coordonnées d'un point d'intersection 
d'ordre 'quelconque des courbes, X ^ o, Y ^ o, les résultats obtenus, 
dans le cas où l'on a un point d'intersection simple auquel cas l'équa- 
tion (i) peut toujours se ramener à la forme 

(2) {x -h . . .) dy -h {— \r -h . . .) da: = Oy 

j'ai tâché de compléter sur certains points l'étude de ce dernier cas. Par 
exemple, si X est réel et négatif (col) on sait, depuis bien longtemps, qu'il 
n'existe que deux courbes intégrales réelles passant par l'origine. En 
est-il de même dans le champ complexe? C'est une question qui restait 
- en suspens et que les géomètres penchaient à trancher par l'aflirma- 
tive (' ). Or, je prouve, au contraire, tout au moins dans le cas où X est 
rationnel, qu'il existe une infinité d'intégrales .^(.r) s'annulant avec x 
(iT tendant vers zéro suivant une loi convenable). 

PREMIÈRE PARTIE. 

Dans la première Partie de ce Mémoire, j'examine le cas où, par un 
changement linéaire de variables, l'équation se ramène à la forme (^). Ou 
doit considérer les quatre cas suivants : 

. Premier cas : ). n'est ni nul, ni négatif, ni entier, ni l'inverse d'un 
entier. 

Deuxième cas : "k est négatif. 

Troisième cas : X est un entier ou l'inverse d'un entier. 

Qufilrième cas : X est nul. 

Premier cas. — X n est ni nul, ni négatif, ni entier ou l'inverse d'un 
entier. 

(') Voir Picard, Traité d'Analyse, t. II, p. 3o. 

■ -l.TS.. 
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'4 H. DUf.AC. 

L'intégrale générale donnée, dans ce cas, par M. Poincaré permet de 
faire l'étude comjilète des intégrales, dans le voisinage des valeurs singu- 
lières j:=j'=: o. Je montre que, exception faite du cas où X est positif, le 
point x = o est un point essentiel des intégrales y{x) de l'équation. Je ■ 
montre également qu'il n'y a pas lieu, dans le champ complexe, de faire 
une distinction entre le cas où la partie réelle de X est positive, et celui 
où elle est négative. 

Deuxième cas. — ), est négatif. 

On peut toujours mettre l'équation sous la forme 

X(fy ■+-y{f H- . . . )ryx = o, 

V étant positif. En cherchant à obtenir une intégrale générale de la 
forme 

fj:''H[x,jr) = const. 

H étant holomorphe et non nul pour .t- ==y = o. 

Je suis amené à considérer tes cas suivants, pour lesquels je généralise 
les dénominations employées par M. Poincaré. 

i" y est irrationnel. On a un col. H(x,y) existe formellement, mais 
est divergent, au moins dans certaiits cas. S'il y a des intégrales pour 
lesqrielles x et j tendent iimultanément vers zéi'o, et si l'on désigrie 
par w et 6 les arguments de .c et de y, quels que soient m et «, 1 .i'™j"ô ] et 
I j.'"_k"w| croissent indéfiniment. Je ne puis me prononcer sur l'existence 
de ces intégrales. 

a" V est rationnel ( v :^ ° j et l'on est arrêté par une impossibilité dans 
la détermination du terme eu .tf^y^^ de \{[x,y). On a un foyer. Je mets 
en évidence une infinité d'intégrales pour lesquelles le module du rapport 
_)^^^'"'"" tend vers une limite qu'on peut choisir arbiti-airement, ni nulle. 
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RECHERCHES SDR LES POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS, ETC. 3 

ni infinie. L'argument du produit ^■'"'7*'" tend vers certaines limites déter- 
minées. 

3° :V est rationnel et \{{^x,j) existe. On a un centre. Je donne une 
nouvelle démonstration de ta convergence àe}i[x,y). 

Troisième cas. — X est de la forme pou-'' 

Je montre par une méthode nouvelle que l'intégrale générale de (1) 
peut toujours se mettre sous la forme 

[l\2y)Y + « log[é'(^..>-)] = const. 
Quatrième cas. — "k est nul. 
Par un changement de variables je mets l'équation sous la forme 

[mx{i H- aj"") H- a:'cp(x, j) H-j'/fj)] dy -1-/"*' dx=o 

où m est un entier positif, a une constante, yet cp des fonctions holo- 
morphes et nulles pour les valeurs nulles des variables. Ce changement 
de variables permet de considérer toutes les intégrales dans le voisinage 
des valeurs singulières, ce que ne pei mettent -pas les changements de 
variables employés dans ce cas par Briot et Bouquet. Si l'on désigne par 
l'argument de y^ je montre que, si y tend vers zéro en restant à l'inté- 
rieur d'un secteur pour lequel cosmô rente négatif, x tend aussi vers 
zéro. 

Dans tous les cas examinés dans cette première Partie, je dirai que l'on 
a un point singulier du premier ordre. 

DEUXIÈME PARTIE. 

J'étudie le cas où les valeurs singulières x ^ o, >" = o correspondent 
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à un point d'intersection d'ordre quelconque des courbes X = o et 
Y = o. 

ï. — Recherche d'une catégorie d'intégrales. 

Je me propose de rechercher des intégrales que j'appellerai régulières, 
et pour lesquelles x eX. y tendent simultanément vers zéro et =^ tend, 
quel que soit ,u., vers une limite Bnie on infinie. Je ne puis mettre en évi- 
dence toutes les intégrales régulières de l'équation, néanmoins il résulte 
de la discussion faite pour rechercher ces intégrales, que Ton peut énon- 
cer le théorème suivant : 

Si les termes de degré minimum de'K.et Y sont de degré n, et si Von 

considère les intégrales pour lesquelles xety tendent simultanément vers 

' zéro, il y a, en général^ x et y s'exprimant en fonction de t et de z, 

rt-t-i intégrales ou groupes d'intégrales fournies par des équations de 

laforme 

( f/z + (— AZ H- . . . ) «^ï = "» 

où \ n'est poj nul. S'il n'en est pas ainsi, ily a une infinité d* intégrales 
fournies par de» équations d'autre forme. 

II. — Recherche dans certains cas de l'intégrale générale. 

Je recherche si l'intégrale générale de l'équation (i) ne peut pas se 
mettre sous la forme 

^f''^'A^*A^'. . .A*- = const., 

les \ étant des constantes, les A des fonctions holomorphes et nulles pour 
j:=;j-:=o, h(x,y) un développement suivant les puissances de x et 
de y. On pourra toujours déterminer les valeurs possibles des expo- 
sants 5i.; mais, en général, on rencontrera des impossibilités dans la déter- 
mination des termes de h. S'il n'en est pas ainsi et si les rapports des "k 
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RECHERCHES SUR LES POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS, ETC. 7 

ne sont pas tous positifs, on peut affirmer la convergence du développe- 
ment h(x,y) obtenu. 

Le cas où le& rapports de tous les "k sont positifs est tout à fait analogue 
au deuxième cas de la première Partie {X négatif). 11 comprend les sous- 
cas suivants : 

1° h (t, y) ne peut être déterminé. C'est le cas d'un foyer, mais c'est 
ici le cas général. Je montre qu'il y a une infinité d'intégrales pour les- 
quelles a: et y tendent simultanément vers zéro. 

a" h{x,y) existe formellement, mais les rapports des X ne sont pas 
tous rationnels. C'est le cas d'un col. Suivant le cas h[x,y) est conver- 
gent ou divergent. Je ne puis me prononcer sur l'existence d'intégrales 
passant par l'origine, autres que celles obtenues en égalant à zéro les A. 

3° h{x,y) existe formellement et les rapports des X sont tous ration- 
nels. C'est le cas d'un centre. A(x, y) est convergent. 

De toute la discussion faite dans cette seconde Partie, je puis con- 
clure que« sauf les deux cas signalés en dernier lieu (col et centre) on ' 
peut toujours affirmer l'existence, pour l'équation (i), d'une infinité d'in- 
tégrales pour lesquelles x et j tendent simultanément vers zéro. On a 
donc les mêmes conclusions, que le point sïng'ulier soit du premier ordre 
ou non. 
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O H. UUI.AC. 

PREMIÈRE PARTIE. 

1. Étant donnée réquation 

(i) (ax -h hf -\- . . .) dy -\- {a'x-h t'y -h . . .)dx:=o, 

où les parenthèses sont holomorphes et nulles pour x=^x = o et dont 
l'nne au moins contient des termes du premier degré, je me propose de 
classer les différents cas que l'on peut obtenir. Je considère l'équation 
obtenue en ne conservant que ces termes du premier degré, et je piose 

Q = (axH- by)j-h{ax-i-by)x, P= {a.v -+- bf) dy -f- ((i'.r -f- h'y)dx\ 

j'établis les cas suivants : 

1° Q est un produit de deux facteurs distincts a.-c H- P;>',ot.'x -h p'y 
et la forme bllinéaire P, en x et j d'une part et dx et dy d'autre part, 
n'est pas un produit de deux facteurs. £n posant 

j, = a.x*-|- fij, X, ^ (jIx h- fi'.r- 

P et Q deviennent 



(=) 



p, = {a,a-, -^h^y^)dy^ + {a',x, -t- è'^j,) dx^. 



On a par suite b^^=.d^^^o puisque Q,=x,j, et l'on a a,fi^=^o, 
puisque P, n'est pas un produit de deux facteurs. Il en résulte qu'en 
faisant pour l'équation (i) le changement de variables indiqué et suppri- 
mant les indices, l'équation devient 

(3) (x-t- . . .),/j-|- (_Aj+ . . .)<ix=.Q; 
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RECHERCHES SUR LES POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS, ETC. 9 

3" Q est un carré [tx-x-h^yy, P n'est pas un 'produit de deux 
facteurs. 
En posant 

et se reportant aux égalités (a), on voit que l'on a è, = o, a, + b\ = o, 
puisque Q, =^ x' et a, ^ o puisque P, n'est pas un produit. L'équa- 
tion ( I ) peut se ramener à la forme 

(4) {x -\- , . .)dy -^ {— j ^ (tx ^ . . :)dx = Q\ 

3° Q est identiquement nul, on a b^=a'=Q, a-\-b' = o\ on a 
par suite la forme (4 ) avec a = o ; 

4° Q n'est pas un carré, P est un produit de deux facteurs. En se 
reportant à i", on voit que l'on aura è, = a'^ =o, mais ici P, devant 
être un produit de deux facteurs, un des deux nombres a, ou b\ sera nul. 
L'équation devient 

{x -\- . . .)dy -\- [ax* -\- 2.bxy -{- cy^ -\- . . .)dx =^ o; 

5° Q est un carré. P est un produit de deux facteurs, en se reportant 
à a" on voit que l'on aiu'a è, ^ o, a, -t- b\ -^o, a, = o. En supprimant 
les indices et changeant le rôle des variables, l'équation devient 

(5) {y-h . . .)dy~i- (ax' ■+■ i bxy -f- cy* -f- . . . ) (ir = o. 

2. Si, pour classer les différentes équations du type (i), on considère, 
comme d'habitude, l'équation 

{b->r\){a' — À) + a//=o, 

la quantité désignée précédemment par X est le rapport de deux racines 
de cette équation. 
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Les trois premiers cas que je considère correspondent donc à X^o, 
le quatrième à X = o. On sait que X ^ o se subdivise en deux cas : 

1° X n'est ni négatif ni un entier positif ou t'inverse d'un entier; 
%° X est négatif. 

Nous considérerons, en même temps que le cas de l'équation (4), le cas 
où X est de la forme p ou p~* {p entier) . On peut toujours supposer \ = p, 
en changeant le rôle àex et de j. 

L'étude del'équation (5), qui correspond du reste au cas où les deux 
courbes obtenues en égalant à zéro le coefficient de dx et le coefficient 
de dy ont x:=^ = o comme point d'iiilersection d'ordre supérieur au 
premier, résultera des théories développées dans la seconde Partie. Je me 
'propose de développer dans un autre travail les résultats que j'ai obtenus 
pour cette équation. 

La première Partie comprendra donc les subdivisions suivantes : 

i** X n'est ni négatif, ni un entier ou l'inverse d'un entier positif ; 

a° X est négatif; 

3° X est un entier positif; 

4° X = o. L'équation se ramène à la forme (5). 

Premibk cas. — X n'est ni négatif, ni un entier positif. 

5. En employant, par exemple, la forme AB~^ ^ constante de l'inté- 
grale générale de (i) qui nous fouinit toutes les intégrales pour lesquelles 
X e\.y prennent des valeurs voisines de o, on voit que le changement de 
variables 

(6) Y = A, X=B 

permet de mettre l'équation sous la forme 

ij) X(/V— Xy(/X=o. 
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RECHERCHES SUR LES POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS, ETC. II 

Pour étudier dans le champ des variables complexes a: et j et dans le 
voisinage de x=o,/ = o, les intégrales de (i), étudions les intégrales 
de l'équation réduite. 

Ces intégrales s'expriment par 

(8) X = cV, Y = ce^ 

t étant une variable complexe et X pouvant être imaginaire ; on a 

t^u-i-îv, X = a. H- i^, X = «"e*", 

' rfX X d 

Les constantes c et c' pourront être négligées dans l'étude qui va suivre 
de la variation du module et de la variation de l'argument, de X et X. On 
peut toujours supposer [3 positif; si [3 était négatif, on changerait v en — f, 
I en — /. 

Traçons deux axes de coordonnées 0« et Oc et figurons le point M 
d'affixe i = a-\- iv. Figurons la droite AA' ayant pour équation 
aw — pc=o. On a les deux dispositions suivantes : 




Pour que X et Y tendent simultanément vers o, il faut que «et au — pc 
croissent indéHniment par valeurs négatives. Il faudra donc que le point M 
s'éloigne indéfiniment dans l'angle vOk. Le point doit s'éloigner sur une 
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12 H. DULAC. 

branche de courbe n'ayant pas d'asymptote parallèle, soit à OA, soit à Ov. 
Il résulte de là que, si l'on' considère Yconime une fonction de X, si X 
tend vers o d'une façon quelconque, Y pourra ne pas tendre vers o. 

Montrons qu'en général, pour les intégrales pour lesquelles X et Y 
tendent vers o, l'argument de X et celui de Y augmentent indéfiniment. 
Ces arguments sont proportionnels aux distances du point M («, v) aux 
droites c = o, droite Om, et ctc -+- fi« ^ o, droite OB. Ces droites sont 
perpendiculaires aux deux côtés de l'angle AOc. Donc si a est négatif, 
ces droites étant extérieures à l'angle, les deux arguments de X et Y 
croîtront indéfiniment. Il en est de même pour a :^ o. Si a. est positif, on 
pourra faire éloigner M de telle manière qu'un des arguments reste fini, 
l'autre croîtra indéfiniment. 

Etudions ^ toujours pour les intégrales tendant vers l'origine. 

Le module de cette quantité est proportionnel à g'^-'i^-P" et l'argu- 
ment égal, à une constante près, à (o, — i)c-|-[3«. Traçons la droite 
(a. — i)u — j3t' = o, droite (C) dont la partie OC est située dans 
l'angle cOA et la droite (D), (a — i)c-h P« = o, qui lui est perpendi- 
culaire. Cette droite aura une portion située dans l'angle rOA, si l'on 
a (a. — i) (a'H- p' — «.) > o. 

Il résulte de là que, si M s'éloigne indéfiniment dans l'angle cOC, sans 
être sur une branche de courbe ayant une asymptote parallèle à OC, le 
module de ^ tend vers zéro. Il croit indéfiniment si M s'éloigne dans les 
mêmes conditions dans l'angle AOC. 

Si la condition (n, — i)(a'-hp' — a')>o est satisfaite, l'argument 
de Y restera fini, pour M s' éloignant sur une branche de courbe à 
asymptote parallèle à OD et sera infini dans tous les autres cas. En parti- 
culier, si le module tend vers une limite finiet l'argument deviendra infini. 

4. On doit remarquer que, en désignant toujours par le mot intégrale 
d'une équation différentielle un ensemble de valeurs complexes de x et 
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dey satisfaisant à cette équation, on peut employer ce mot avec deux sens 
différents. On peut considérer un ensemble de valeurs de x et de / dépen- 
dant d'un paramètre réel variable. C'est ce qui a toujours lieu dans le 
champ réel. On peut encore considérer un enseijible dépendant de deux 
paramètres arbitraires. C'est ce qui a lieu dans le champ complexe, 
lorsque, partant de valeurs initiales x,,_)'„, on fait varier x. Si la confusion 
des deux notions ne présente aucun inconvénient dans le voisinage des 
points algébriques de l'équation, elle me paraît en présenter ^ans le 
voisinage des points singuliers. Lorsque je considérerai un ensemble de 
valeurs de x et dey dépendant d'un paramètre et satisfaisant à l'équa- 
tion, je dirai que j'ai une caractéristique de l'équation. Je réserverai, en 
général, le mot d'intégrale au cas où une des variables, x par exemple, 
pourra prendre toutes les valeurs voisines d'une valeur initiale x,. 

Nous pourrons dire que l'équation différentielle, considérée en X et Y, 
a une infinité de caractéristiques passant par l'origine, mais qu'elle n'a pas 
d'intégrale passant par l'origine, en entendant par là que Y ne tend pas 
vers zéro, quelle que soit la façon dont X tend vers zéro. 

6. Si l'on revient maintenant aux variables primitives, les relations (6) 
peuvent s'écrire 



(9) 



a,, b,, a'p è'p étant des constantes,/,, F,, C,, F, des fonctions holo- 
morphes et nulles pour les valeurs zéro des variables ; p etq peuvent être 
égaux à un ; é, et b\ être nuls. On en conclut, en donnant aux lettres la 
même signification 



x = 


--a.x[i+/,(x)]+b,y'[ 


1-1- F, 


(»,r)]. 


Y = 


■«>['+¥.(/)] +*;-^i 


['+*. 


(^.r)]. 



(10) 



I j = a'Y[n-<p(Y)]-+-A'X'[i-l-1>(X,Y)], 
I .r = aX[n-/(X)]-+-*Y'[n-F(X, Y)]. 
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Gomme on peut multiplier X et Y par des constantes quelconques, 
DOu» pouvons supposer a = a'= i . 

Pour que x et y tendent simultanément vers zéro, il faut et il suffit 
que X et Y tendent vers zéro. Les formules (9) et (10) montrent égale- 
ment que, si ^ tend vers une limite, il en est de même de - et récipro- 
quement. 11 ne peut y avoir doute que dans le cas oùp =q=i; mais en 
remarquant que les quantités a// — ba', a,b\ — b,a\ ne sont pas nulles, 
on voit immédiatement que la propriété est encore vraie. 

Remplaçons dans (10) Xet Y par leurs valeurs. On a, en faisant c'= i^ 

( x = c"e'*{i-h/)+èc^eP'""-^e''"'"^^'(H~F), 

Les développements (9) et (10) ne sont valables que pour des valeurs 
suffisamment petites de x, y, X, Y. Il résulte que les formules (11) ne 
seront valables que pour les valeurs de u et de f coordonnées d'un 
point M d'un certain domaine compris dans l'angle t^OA. Nous suppose- 
rons de plus ce domaine déterminé de telle façon, que x et y prennent 
des valeurs pour lesquelles les formules (9) sont valables. Ce domaine 
que nous appellerons domaine du point M pourra toujours être supposé 
limité par deux parallèles à Ou et à OA. Ce domaine change avec les 
constantes c et c' . Dans ce qui suit, nous considérerons une intégrale 
déterminée, mais nous pourrions considérer toutes les intégrales pour 
lesquelles c est inférieur à un et c' = i , en n'employant que la partie com- 
mune aux domaines relatifs à ces diverses intégrales. En faisant c = i 
dans les formules (8) et |c'l < i on aurait les mêmes conclusions pour 
toutes les autres intégrales. 

6. Étudions le» arguments de ar et de y donnés par (10') lorsque ces 
quantités tendent vers zéro. Montrons qu'aux caractéristiques (X, Y) 
pour lesquelles X et Y gardent un argument fini, correspondent, si 
certaines conditions d'inégalité sont vérifiées, des caractéristiques pour 
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lesquelles x et jj' gardent un argument fini. On peut écrire 

X = c"c'^ [ I -h/H- è6''e''""-^'-''e'"^'*^''f^-^'( i H- F)] 
= x[i+/-hèc''^(i-+-F)]. 

Y Y** 
De même que ^> -^ peut tendre vers zéro, vers l'infini, ou ne tendre 

vers aucune limite suivant que la distance du point M (u, c] à la 
droite, (pa. — i ) « — p^v devient infinie par valeurs négatives, positives 
ou reste tinïe. 

Une portion indéfinie de cette droite est du reste située dans le domaine 
du point M et divise ce domaine en deux régions. Supposons (|ue le 
point M s'éloigne sur une courbe à asymptote parallèle à Ou, ot, étant 
positif. 

Si la direction Ou est dans la région pour laquelle -y- tend vers zéro, 
c'est-à-dire si l'on a pa. — i <o, l'argument de a: tendra à ne différer que 
d'une quantité constante de l'argument de X et restera donc fini. 

On verra qu'en même temps la condition a. — î<o étant'véritiée, 
l'argumentdej^ restera aussi fini. 

On peut montrer qu'il en sera encore ainsi pourra = i . 

On trouverait de même, sans difficulté, l'inégalité qui doit être vérifiée 
pour que, l'argument de Y l'estant fini, les arguments de a: et y restent 
finis. 

7. Cherchons si, les arguments de X et de Y croissant indéfiniment, 
l'argument dex restera fini. Il estévidentque, si b est nul, l'argument de j: 
ne peut, dans ces. conditions, rester fini ; de même l'argument de y, si b' 
est nul. Je vais montrer que, si l'on n'a pas/ï = ^ = i , l'argument de a: ou 
de j" croit indéfiniment si X et Y tendent vers zéro et si leurs arguments 
croissent indéfiniment 

Posons bc''=m~^ ni. Si la quantité e/X"^^)-"™ ||[|]^| est constamment 
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iiiférieiire à un, rargiiment de œ croîtra indéfiniment comme v. De même, 
si celte quantité est toujours supérieure à un, l'argument de x croîtra 
indéfiniment comme p(cf.v~^~^u). II est possible de déterminer deux 
droites 

( cty» — I ) « — ^pv -\-m = ±h 

divisant le domaine du point M en trois régions. Dans la région supérieure 
la quantité considérée se rainférieure à un. Ce sera le contraire dans la région 
iriférieure. Dans la région comprise entre les deux parallèles, ilyaura doute. 
Par suite, pourMs'éloignant indéfiniment dans la région située au-dessous 
des deux parallèles, l'argument de xcroîtracomme/>{ot.('-f- pa). 

Les mêmes considérations s'appliquent à l'argument de jr. Deux 
parallèles à la droite (a, — ?) « — ^^ = déterminent trois régions. 
Dans la région située au- dessus des deux parallèles l'argument de j croîtra 
indéfiniment comme qv. Les deux couples de parallèles sont respectivement 
parallèles à des directions A et A' situées dans l'angle vO\. 

Comme on n'a pas /> = 17 = 1 , les deux directions A et A' sont distinctes 
et A' est au-dessous de A. On a donc cinq régions déterminées dans le do- 
maine de M. Dans le cas de ce > o on a la disposition suivante : 




Pour que les arguments de a: et de j ne croissent pas indéfiniment, il 
faut que le point M(«, f) s'éloigne indéfiniment suivant une courbe allant 
une infinité de fois dans la région (a) et une infinité de fois dans la ré- 
gion(4.)- Même dans ces conditions ces arguments croîtront indéfiniment. 
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En effet, pour passer de (a) à (4), M devra traverser (3), et dans cette 
région l'argument de ;r croîtra comme p(o:i>-i- [3m), et celui de j commet*. 
Ces quantités étant proportionnelles aux distances de M à des perpendi- 
culaires à OA et à Of, l'une au moins croîtra d'une quantité aussi grande 
que l'on voudra, pourvu que M soit suffisamment éloigné de O. II est 
donc impossible que les deux arguments restent inférieurs, en valeur 
absolue, à une limite fixe K. Si les deux arguments sont inférieurs à K, 
par exemple pour M situé dans (2), un des arguments dépassera K lorsque 
M ira dans (3). Un des deux arguments de x et dey croîtra indéfiniment. 

Si au contraire /) = c/ = l , les arguments de x et de y peuvent rester 
finis; on peut les faire osciller autour de n'importe quelles valeurs. En 
effet, les formules (10') définissent x et_j' comme fonctions analytiques de 
t= u-\- iv. La fonction x, par exemple, admet une infinité de zéros qui 
sont voisins pour | ( | suffisamment grand des zéros de e' -\- bc'' (^' . Tous ces 
zéros tendent à être situés sur une droite dont une portion indéfinie est 
dans le domaine du point M. De même une infinité de zéros de/ sont sen- 
siblement situés sur une droite qui est parallèle à la première. On pourra 
dès lors aller d'un zéro de a: à un zéro de y, en ne faisant varier m et f que 
d'une quantité finie. 

Si nous voulons faire osciller les arguments de x et de j autour de va- 
leurs arbitraires w et 9, nous ferons éloigner lé point M indéfiniment Ai 
le faisant tourner dans un sens convenable autour d'un zéro de x, lorsque 
l'argument de X différera deu d'unequantité supérieure en valeur absolue 
à 37c; nous ferons ensuite, s'il y a lieu, tourner M autour d'un zéro de/ de 
manière à réduire la différence entre 9 et l'argument de / à une valeur 
inférieure à 21t. En allant d'un zéro de x à un zéro de y, chacun des 
arguments ne variera que d'une quantité dont il serait facile de calculer 
une limite supérieure k. L'oscillation des arguments, de part et d'autre 
de w et de 0, sera au plus k H- aTC. 

■ 8. Tirons de ce qui précède quelques conclusions relatives à la nature 
de la singularité que présentent, pour j = o, les intégrales j de l'équation 
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considérées comme fonction de x. D'après ce qui a été dit an sujet de X 
et de Y, il paraît vraisemblable que si x tend vers zéro d'une façon quel- 
conque, / peut tendre vers zéro ou non, et que par suite le point x = o 
est un point essentiel d'une intégrale y considérée comme fonction de x. 
Montrons qu'il en est bien ainsi. Bien entendu, les intégrales obtenues 
en faisant c = o ou c' ^ o échappent au raisonnement qui suit. 

Tout d'abord, si dans (lo) on a è = o, c'est-à-dire si l'équation (i) 
admet l'intégrale x = o, X, et par suite x, pourra tendre vers zéro sans 
que Y, et par snite j", tende vers zéro. Si au contraire on a è :^ o, la fonc- 
tion X de U-+- iv, ainsi que nous l'avons dit, admet une infinité de zéros, 
qui sont distincts des zéros de y. Donc si l'on fait tendre u ■+■ iv vers un 
de ces zéros de x, et cela d'une façon quelconque, y ne tendra pas vers 
zéro ('). L'étude de la variation des arguments de a: et de j nous fournit 
des propriétés du point essentiel que nous rencontrons. On peut encore 
établir les propriétés suivantes. 

Si l'équation (i) n'admet pas l'intégrale x = o, une intégrale, autre que 
les deux intégrales algébroïdes, a dans le voisinage de x = o une infinité 
de points critiques algébriques (on considère _y comme fonction dea;). En 
«ffet, pour une infinité de valeurs de t, la dérivée de x, par rapport à f , 
est nulle. On voit facilement que ces zéros sont situés dans le domaine du 
point M. Les valeurs de x correspondant à ces zéros seront des points cri- 
tiques de l, considéré comme fonction de x et par suite de y. 

Si l'équation (i) admet l'intégrale x = o, on peut ramener la formule 
à a: = X ^ e*, on voit que t, et par suite y, considérés comme fonction 
de .r, ne présenteront pas de points critiques dans le voisinage de x = o. 
Mais a;= o est un point critique de y. En effet, si x tourne autour de 
l'origine, ( croît de 2.ni et y ne reprendra pas la même valeur. 

On peut remarquer que si l'équation (i) n'admet pas l'intégrale a;:i= o, 



E peut dire qu'il suffit de prendre des 
voir une inléj^rale prenant pour x voi- 
soit l'intégrale, on peut faire tendre x 
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en faisant tourner t autour d'un des zéros de x, on fait décrire à x, autour 
de l'origine, un contour tel que y reprenne la même valeur. 

En résumé, on peut dire, dans tous les cas, que ,r ^ o est un point 
essentiel des intégrales, autres que les deux intégrales algébroides. II y a 
toujours une infinité de caractéristiques par lesquelles x et y tendent si- 
multanément vers zéro. Parmi ces caractéristiques, il peut y en avoir une 
infinité pour lesquelles les arguments de a; et de y restent simultanément 
finis, ou il peut ne pas y en avoir, suivant que des conditions d'inégalité 
entre la partie réelle et la partie imaginaire de "k sont vérifiées ou non. Si 
l'équation admet l'intégrale j? ^ o, x ^ o est un point critique de y. Il 
n'y a pas d'autres points singuliers dey dans le voisinage de ar ^ o. 

Si l'équation n'admet pas l'intégrale x=:o, toute intégrale autre que les 
deux intégrales algébroides admet une infinité de points critiques dans le 
voisinage dex= o. On pourra, dans certains cas(/)= (/ = i), trouver une 
nouvelle série de caractéristiques telles que x et y tendent vers zéro avec 
des arguments finis. 

Dans tout ce qui précède on a supposé ^ ^ o{'k = a. -h i^). Si X était 
réel les propriétés des intégrales seraient diflerentes. Elles sont du reste 
évidentes. Toutes les intégrales y tendent vers zéro avec x. 

9. D'après cequiprécède, il neme paraît pas justifié d'établir, lorsqu'on 
étudie les intégrales dans le champ complexe, une distinction entre le cas 
où X a sa partie réelle positive et le cas où cette partie est négative, ainsi que 
l'avaient fait Briot et Bouquet. Enefietjsll'on étudie l'équation réduite (7), 
ou l'équation donnée, dans le cas où elle admet les intégrales a: = o et 
j =: o, il ne me parait pas qu'il y ait lieu, dans le cas où cette partie réelle 
est positive, d'insister sur le fait qu'on peut faire tendre x et y vers zéro, 
l'argument de x restant fini, puisque dans ces conditions l'argument de r 
croit indéfiniment. D'autre part, si l'équation donnée (i) n'admet pas les 
intégrales ^= o et_/^o,on a vu (cas dep^q = 1) qu'aux caractéris- 
tiques pour lesquelles les arguments de X et de Y croissent indéfiniment 
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peuvent correspondredesTaleiirsdexet^tendant vers zéro avec unargu- 
ment Bni. 

Deuxième cas. — X est négatif. 

10. On sait que, dans ce cas, l'équation ( i ) admet toujours deux inté- 
grales holomorphes y{x) ou x(j), pour lesquelles la limite de - prend 
deux valeurs distinctes. On pourra toujours faire un changement de 
variable tel que ces intégrales holomorphes deviennent x := o , ^ ^ o . Les 
nouvelles variables s'expriment par des fonctions des anciennes variables 
holomorphes etnu]lespourx^o,^=o, et réciproquement. L'équation 
devient 

Nous poserons X:= — v; v sera positif, et nous diviserons les deux 
termes par le coefficient de xdy. L' équation sera alors 

(il) xdy -^y\y H- A{y, j)]//.c:= o. 

Nous allons chercher s'il est possible de déterminer un développement 
H(x, y) procédant suivant les puissances de x et àey, et tel que l'inté- 
grale générale de ( 1 1 ) soit 

(12) yx^\i{x,y) = const. 

Il faut pour cela que l'on ait 

^■^) ^^ - V^ - (h+j^) A(x, j). 

Nous chercherons un développement H commençant par un terme 
constant, que nous pourrons toujours supposer égal à un. Pour obtenir 
les termes de H, nous ordonnerons H suivant les puissances de y, les 
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coefficients de ces puissances étant des séries procédant suivant les puis- 
sances de X. En ordonnant de même A, on a 

A{x,y) = a^{x) -i- a,{x)x -h a,{a:)x' -i-. . .-\-a„{x)y-h 

Non* aurons, pour déterminer les /t, les équations 



(i4) 



On pourra déterminer, terme par terme, les différents termes des h. En 
désignant par A,„„ le coefficient du terme en .r'"^", on aura 

(i5) (m — «v)A,„„= a^„H-a,„„:= fi„„, 

a„„ étant une fonction des coefficients /*„■„•, o-„-^, où m' et n' sont infé- 
rieurs respectivement à m et à «; p„„ désigne le second membre de la 
relation. D'après cette relation, on voit que trois cas peuvent se pré- 
senter : ' 

1° >. = — "i est irrationnel. — m — /îv n'étant jamais nul, on détermi- 
nera autant de coefficients que l'on voudra de H supposé existant. Je dirai 
que le point singulier est un col. 

2" \ = — -i est rationnel. — Soit v = ^. Pour m = «, n = q, si l'on 
n'a pas p^^égal à zéro, on rencontrera une impossibilité. Si [3^^ est nul, 
on pourra prendre arbitrairement A^, mais il pourra se présenter une 
impossibilité pour m =2/?, n = 2ç, et, d'une façon générale, pour 
m = rp, n^rq. 

Nous supposerons que, pour une valeur de r, l'impossibilité signalée 
se présente. Nous dirons que le point singulier est \iT\ foyer d'ordre r. 
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3° X = — V est rationnel, mais les coefficients de A.{x,y) sont tels 
qu'aucune des impossibilités signalées ne se présente. It y aura une infinité 
de coefficients de H qui restent arbitraires. Le point singulier sera -dît un 
centre. 

11. Les remarques suivantes, relatives à la façon dont les coefficients 
A„„ correspondent aux coefficients a^„, nous seront utiles. 

Dans le cas d'un col, à un système de valeurs de a„„ pour lesquelles 
on a m.'tm' , n.'in', m' et n' étant pris arbitrairement, correspond un 
système et un seul de coefficients /i^„ et réciproquement. Cela résulte 
immédiatement de la formule (i5). Dans le cas d'un foyer ou d'un centre, 
il en est de même pour m <i p, n < »/. Il n'en est plus ainsi pour m ou «, 
dépassant respectivement p et q, les nombres met n étant d'ailleurs quel- 
conques dans le cas d'un centre et étant, dans le cas d'un foyer d'ordre r, 
tels que l'une au moins des inégalités m </'r, n ■< qr soit vérifiée. En 
effet, à un système de valeurs a,„„ correspondent une inanité de systèmes 
de A„„, puisque certains de ces coefficients dépendent d'arbitraires. Mais 
à ces divers systèmes de valeurs des /*„„ correspond toujours le même 
système de a^ : le système des valeurs de a„„ d'où l'on a déduit les o„„. 
En effet, la formule (i5) fait correspondre à un système de A„„ un seul 
système de a„„, et comme les /i„„ ont été calculés à l'aide de cette formule, 
ce sont bien les «„„ d'où l'on a déduit les A„„ qui leur correspondent. 

Une question se pose au sujet de la distinction entre les foyers et les 
cols. Nous avons dit que, si P^^est nul, le coefficient A^ est arbitraire. Ne 
pourra-t-on disposer de cette arbitraire de telle manière qu'il ne se présente 
pas d'impossibilité -dans la détermination de «ap,,,, et ainsi de suite, 
disposer des constantes restées arbitraires, de manière à éviter les impos- 
sibilités qui se présentent pour — = ^? Il n'en est rien. 

Supposons qu'on soit arrivé à déterminer k^, h, h^g_, et tous les termes 
de h^ où l'exposant de x est inférieur à p, certains des coefficients étant 
restés arbitraires, montrons que la condition d'existence du terme 
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h„„afy ne dépendra pas des constantes arbitraires et ne pourra donc être 
satisfaite en leur attribuant des valeurs convenables. 

La convergence des séries A^, A, , . . . , A^^,, , qui va être admise pour le 
moment, sera démontrée bientôt. 

Considérons l'équation 

(16) X dy -i- X (ix\-v -\-K{XyX)-\-'ix'"y^'']. 

Si, pour l'équation (ii), la condition d'existence du terme h^,,j^3c^'y^'' 
est p^,^^,^o, pour l'équation (i6) cette condition sera p^^^^^-H-c^ o. 
En prenant ^ satisfaisant à cette égalité, on pourra déterminer tous les 
termes de k^. Soit 

Il existe une équation ayant pour intégrale générale 

ya;''H^(.r, j) = const. ou u=:const. 

Si cette équation est mise sous la forme (i6), ceux de ses termes qui ne 
contiennent pasj^^* en facteur sont identiques aux termes analogues 
de (16). Mais cette équation admet aussi pour intégrale de la forme 
cherchée 

u{x^y){\ -^ c ^u^ ■^- c^u^'' -{- , . .+ c^"'"') = const., 

c,, Cj, . . . ,c^ étant des constantes arbitraires, ce qui nous donne la façon 
dont les constantes arbitraires entrent dans les coefficients. La condition 
d'existence du tefme en jc^^y'^ étant satisfaite quelles que soient les 
constantes c,, c^, , . . , c^, cela pour une valeur fixe de Y» on voit que ces 
constantes n'entrent pas dans ^rf,„,. 

On montrerait d'une façon analogue que si, dans la recherche du déve- 
loppement H, on rencontre des impossibilités en procédant par la 
méthode indiquée, on en rencontrera de même avec toute autre méthode 
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de détermination de H. On pourrait chercher H en l'ordonnant par rap- 
port à X, en l'ordonnant en série de polynômes homogènes. II résulte de 
là que la distinction entre les foyers et les centres est relative à la nature 
même de l'intégrale générale et non à la façon de la chercher. 

.12. Dans le cas d'un col et dans celui d'un centre, il existe un déve- 
loppement H satisfaisant formellement à l'équation. Il est naturel de se 
demander s'il est convergent, Dans le cas d'un centre, M. J. Bendixson, 
généralisant un raisonnement de M. Poincaré, a démontré la convergence. 
Nous retrouverons ce résultat. Dans le cas d'un col, le développement est 
convergent pour des classes étendues d'équations. En égalant à zéro la diffé- 
rentielle âeyx'li(x,y), oii H est un développement convergent, on obtient, 
en effet, une équation de la forme Voulue. On peut aussi démontrer que 
si les seuls eoefUcients a,„„ de A(x,y) qui ne soient pas nuls sont ceux 
pour lesquels on a — > — > v, ou la suite inverse d'inégalités, m' et n' 

étant des nombres fixes, H sera convergent. On peut remarquer que, si 
V est rationnel et si les mêmes hypothèses sont vérifiées, le point singulier 
sera un centre et jamais un foyer. 

La possibilité, dans le cas d'un col, d'avoir un développement H diver- 
gent me |jaralt avoir été admise sans qu'on en ait donné de démonstration, 
sans doute parce que ce n'est là qu'un résultat négatif. Les auteurs, qui 
examinent des développements dans les termes desquels entrent en déno- 
minateurs des expressions m — /ly ou des expressions analogues devenant 
aussi petites que l'on veut, ne se sont pas placés au point de vue qui 
nous occupe ('). Je vais montrer que le développement H peut être 
divergent: 

Lbmme. — // est possible de trouver un nombre v tel qu'il y ait une 
infinité de 'valeurs de m et de n pour lesquelles on ait 

o < «V — m ■< 2m~''n~". 
(') Pol^clBË, Sur ies Jonctions à espaces lacunaires (Acta Soctetatis Fennicœ, 1881). 
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Prenons une fraction décimale arbitraire a.. Soit l le nombre de ses 
chiffres décimaux. Posons n, = lo', m, = «,ct.. On peut ajoutera la droite 
de a. assez de o et enfin un i pour obtenir uue fraction décimale a,,, telle 
que l'on ait o <rt,a, — m, ==(wi"' «"')"'. En remplaçant l'unité qui est 
à la droite de a par a, on a une fraction [3, avec 

o < rt,p, — m,= a(m"' «"')"'. 

En opérant sur la fraction a, comme sur la fraction a, on déterminera 
des fractions aj, Pi, ... , et,, p,- et une série d'entiers m^, rij croissant indé- 
finiment. Les fractions a, a, ... a^ allant en x-roissant et restant inférieures 
à une quelconque des fractions [3^ auront une limite v comprise entre a^ 
et p,' et telle, par suite, qu'on ait 

o < »(V — «!;< 2{m-"'rtJJ~'. 

Il serait facile de montrer que le nombre v ainsi défini est trans- 
cendant. 

Prenons maintenant un nombre v, défini comme il vient d'être dit, et 
considérons l'équation analogue à (i3) 

Supposons que A ne contienne que deg ternies x'"y pour lesquels on 
ait «V — m > o et (|ue les coeffieienti de tous ces termes soient positifs. 
Le développement H qu'où peut obtenir à l'aide de cette équation sera 
convergent ou divergent. Si nous considérons l'équation analogue 
obtenue en remplaçant A(x,j) par 

A(j;, j) H- a(x'"./'.-hx".y.+. . .-ha:".y''-t-.. .), 

te développement H correspondant sera certainement divergient quels que 
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soient X et y, Te premier développement H ne contenait qne des termes 
posttifs; il en est de même du second, mais, dans celui-ci, le coeffieîent dn 
terme en jf-y-est au moins égal à (n,y — "ï,-)"'» c'est-à-dire supérieur 
à m"'n", m,v{,- étant les nombres dont il a été question. H y a une infinité 
de termes supérieurs à (my)"'(nx)", termes qui croissent indéBniment 
quels que soient .r et y. On a (fonCf dans certains cas, un développe- 
ment H (x, y) divergent si petits que soient x et y. 

15. Bien que nous ne puissions rien affirmer dans la plupart des cas, 
sur la convergence de H, la possibilité de déterminer autant de termes 
de H que l'on veut, dans le cas d'un col ou d'im rentre et, dans le cas d'un 
fover, tous les termes en afy pour lesquels on a une des inégalités, 
m < rp, n < rq va nous permettre de donner à l'équation des formes qui 
faciliteront la démonstration de Certaines propriétés. 

Montrons d'abord que, si l'on a déterminé formellement h^{x)y 
/(, (a:), . . . , /*„(.r) à l'aide des équations (i4)> 'es développements obtenus 
sont convergents. 

Supposons déterminés A^» /', , . ■ - , A^, et la convergence de ces déve- 
loppements démontrée. L'éqnation fournissant h„ nous donne /'„(o). Cette 
équation est une équation diflerentielle en h„ et x, qui admet le point sin- 
gulier, /'„(o), .r=o. En remarquant que l'on a o^,(o)=;o, on voit 
qu'elle admet une seule intégrale holomorplie à„(x)y qui existe toujours 
si nv n'est pas entier. Il y en aura une infinité dans le cas où, «v étant 
entier, le coefficient fi„„ dej."™, dans le terme indépend;mt de l'équation 
qui donne /'„, est nul. Dans tous les cas, en faisant négal successivement 
à 1 , 2, 3, etc., la convergence des divers développements est démontrée. 

On montrerait de même que, si l'on cherche à obtenir H en le mettant 
sous la forme 

on obtiendra pour A\, f.,, ..., /•„, <J^s développements convergents. On 
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peut désigner par K„ l'ensemble des m ~\- i premiers termes de H ainsi 
développé. 

On peut faire un chanj^ement de variables tel que, la nouvelle équa- 
tion étant mise sous la forme (i i), A contienne en facteur ocT'y. Consi- 
dérons H„_,, K„_,, ces deux développejnents auront un nombre fini de 
termes communs. 

Désignons par K la somme des deux expressions d'où l'on a retranché 
une fois ces termes communs. L'égalité jx^K = const. sera l'intégrale 
générale d'une équation différentielle, qui se laissera toujours mettre sous 
la forme 

(17) xdx+r[^^A,^{x,y)+af'Y\i{x,y)]da:.=^o. 

A„„ sera identique à l'ensemble des terme* de A de l'équation (i i) qui ne 
contiennent pasa/"y en facteur. Cette équation (i i) s'écrira donc 

.rrfr+j[v + A,„„(a;, j) -h.c"'/'B(.c, j) -h.c'"/'Ctx,7)]d:c ^ o. 

Si l'on fait le changement de variables xK^ = x^, l'équation (17) 
deviendra 

.r, (/y -h vj-(/,r, = o. 

L'équation (1 1) se mettra par suite, en supprimant l'indice, sous la 
forme 

(18) .rf(>-+.r[^ + J^"'/'D(.t-,r)]*/.f = o. 

Le raisonnement suppose seulement que la détermination des coeffi- 
cients de K a été possible. On pourra donc prendre m el n aussi grands 
que l'on veut dans le cas d'un col ou d'un centre et m^pr, n'iqi' dans le 
cas d'un foyer. 

14. L'existence du développement H ne pouvant être démontrée, 
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cherchons une intégrale générale d'une autre forme. Nous prendrons par 
exemple 

¥(x,y) = const. , 

F étant un développement suivant les puissances de y, pour les coeffi- 
cients duquel nous accepterons n'importe quelle fonction de.tr. 

F(Aj)=/;+/.{-Oj+/.(-^).r'+- ---^/Mr-^- ■ -• 

F satisfait ji l'équation aux dérivées partielles 



Nous 



poui 



irrons écrire 



supposer, lorsque cela nous sera utile, quecrj,a,, . . ., a^, sont idetitî- 
quenient nuls et que tous les autres coefficients contiennent af" en 
facteur. 

Dans ce qui suit, on supposera d'abord seulement o, (r) = o. On a 

on pourra toujours prendre/*, ^ o. On aura 

y^{x) = v/,(.r), d'où f^(d:)^cœ'; 

on pourra prendre c = i . 

Pour déterminer les autres coefRcients, on aura 

,,:/; (.r) = jv/Xx) -h 2A«,_,(x)/,(x) [A = 1 , 2, ...(;.- 1)1 . 

Si nous supposons que A(.r, j) soit convergent, pour |.r[^a, |j|5^. 
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nous pourrons achever de déterminer les yen supposant qu'ils s'annulent 
pour x = a. On aura donc 






l'intégrale étant prise le long d'un contour allant du point d'affîxe a au 
point d'affixe x. Les fonctions soumises à la quadrature n'ayant pas 
d'antre point singulier dans le cercle de convergence de rayon a que le 
point .r = o, on pourra, en posant .t= pe'^ réduire le contour d'intégra- 
tion aux deux portions suivantes : i° une partie rectiligne allant de .r = a 
à X = p ; 2." un arc de cercle de rayon p et de longueur p9 allant du 
point x= p au points ■= pe*". 

Je vais chercher des conditions suffisantes pour que le développe- 
ment F, dont les divers termes sont détinis, soit convergent. Pour cela, 
j'examinerai successivement ce qui se passe le long des deux portions du 
contour d'Intégration. 

Considérons d'abord la première portion. Soit a le maximum du 
m<?dule de a,{x) + «,(x) j -h. . .-t-ff^jy^"' +. . . lorsqu'on a |j>'|</' 
et que x est réel et compris entre o et n. Les divers termes de A(a;, y) 
seront inférieurs en module aux termes correspondants de . _' • Consi- 
dérons l'équation 

^'(r+j(v — ^^J tir =o; 

son intégrale générale est 

yx i I — X — T— 1 , = const. 
ou 

c{x,x) = g,r-hg^r^-h. . --hgy. • .=i const. 

On voit immédiatement que les g,, gt, • • -y g, sont donnés par des 
équations de la forme (i4)» oii lésa sont remplacés par des quantités 
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supérit^iires en module et, comme, de plus, pour .x = a, les g sont des 
quantités positives, tandis que /",, .■.,/„ ■■■ se réduisent à o pour.r = <ï, 
on voit que G est une fonction majorante de F. Par conséquent, F con- 
verge, à condition que l'on ait 

■ ly\<7^ "" lrl<s- 

Considérons la seconde portion du contour. Le développement trouvé 
devient, pour .v^p, f (P> x)- Nous devons trouver, pour la seconde 
portion du contour, une fonction F définie par l'équation (19) et se 
réduisant, pour 6 = 0, à F(p,^). Remarquons d'abord qu'il suffit de 
démontrer que, en remplaçant x par pe'^, p étant constant et 9 variable, 
on obtient au moyen de (19) un développement F(j, 9) se réduisant, 
pour fl = o, à y. Pour éviter toute ambiguïté, désignons F(j, 9) par 
/((j, 9). La fonction F[p,/i(y, ô)], qui sera définie, pourvu que l'on ait 
|/i(^, 9)1 < Ô, satisfera à l'équation aux dérivées partielles et se réduira, 
pour 9 = 0, à F(p, j). 

Il n'y a aucun inconvénient à désigner par /", ,yj , y", , . . .,/^\es diffé- 
rents coefficients de /i{jr, 9) développé suivant les puissances de/. On . 
aura 

/; = .- /,(e) = c.-^'?iii^,ffl [*=,, ^,3,. ..(.>•-.)]. 

Pour avoir une limite supérieure du module des/", il suffira de rem- 
placer e'^ par l'unité, les a par des quantités supérieures en module et 6 
par sa \aleur absolue, ce qui revient à supposer 9 positif. 

Nous allons maintenant supposer que l'on a 

ff^(x) = a,[_x) ==. , . = a^_,(j,') ^o 
et que tous les autres termes de A(x,jy) contiennent en facteur af" (dans 
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le cas d'un foyer on aura m'tpr, '?^9'')* O" pourra, par suite, désigner 
1 module de 

a„{x) -+■ a„^,{x)y-\- .... 

lorsque y reste à l'intérieur de son cercle de convergence et que x décrit 
le cercle de rayon p. Il en résulte que, si l'on considère, pour l'équation 

(•20I àg _dg ^^«y^^ 

l'intégrale se réduisant à y pour ô = o, cette intégrale sera une fonction 
majorante de h{j,H). Or, cette intégrale existe, puisque l'équation (ao) 
est une équation pour laquelle H = y = o sont des valeurs ordinaires. On 
peut donc trouver e et e' tels que h[y,^) soit convergent pour I/| < e, 
|6| < e'; on peut prendre s et e' assez petits pour que l'on ait |/((jô)| < Ô. 
Si l'on cherche le développement de g ordonné maintenant suivant les 
puissances de 0, le terme indépendant de 6 étant y, le terme en 9 con- 
tiendra P^Pj^ en facteur, et d'une façon générale 9 n'entrera dans le 
développement que par l'expression |3p"'j"6. Le développement h sera 
donc convergent si l'on a 

Proposons-nous de déterminer ces limites e et t, . 
L'équation de comparaison est 

[b — y)dy'^P^'"f*''S^i>. 
Si l'on pose 

fip'"j"9 = fa), y ^ bz, 

l'équation' devient 

(1 — z — n<ù)dz -\- r.//fa>^ o. 
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Équation dont l'intégrale générale est, pour « ^ i , 



</' 



ce qui définit un développement, en zet to, se réduisant, pour o^o, à 
un développement dont tous les termes sont positifs. En remplaçante et z 
par leurs valeurs, on aura donc, a fortiori, une fonction majorante 
de/t(j, 6). Le développement trouvé sera convergent et restera inférieur 
à 3 si l'on a 

,^<r "\-\<v 1^1 <;^- 

On prendra pour z la plus petite des deu% limites. 

Dans le cas où» est égal à i, l'équation de comparaison a pour intégrale 

(c-h w)(?"'=eonst. 

Si l'on considère la fonction "•déterminée parla relation 

ce sera une fonction liolomorphe desettodans le voisinage de 2 ^ to = o. 
Cette fonction est solution de ( 20) et se réduit à = poin- w égal à o. Elle 
fournira donc, à un facteur. constant près, ime fonction majorante de h. 
Celte fonction majorante seia liolomorphe pour toutes les valeurs de set o> 
telles que t^ ne prenne pas la valeur un, pour Ia()uelle la dérivée de gc~^ 
est nulle. Il suflît de plus pour que h[y, 9) reste inférieur à 3 que g soit 
inférieur à 3. On satisfait à toutes ces conditions, en prenant 
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Nous obtenons donc une intégrale générale de la forme 

yf, {x) +rVï(-tO + .■•■= const. , 

le premier membre étant un développement suivant les puissances de y, 
convergent pour 

\y\<t et |x"/'Ô|<T., 
Ô désignant l'argument de x. 

IS. On peut trouver des conditionsde convergence toutes difTérentes, 
pour le développement F, dont i) vient d'être question, en opér»nt de la 
façon suivante : 

Posons x^ae"" avec u= trcosw -\- tdsinto; (o et o- sont de nouvelles 
variables réelles. Nous ne considérons que des valeurs de x telles quecosw 
soit positif puisqu'on prend \x\ < a. 

Les fonctions y,, y,, _/^ définies tout à l'heure sei'ont des fonctions uni- 
formes de «. On a 

f,= e~-f''^ka,_J,^''da. 

L'intégrale peut être prise, puisqu'il s'agit d'une fonction uniforme, sui- 
vant une ligne droite allant de oà»dans le plan de la variable complexe^/. 
On obtiendra une limite supérieure du module desy, en remplaçant e~'"' 
par c™""*" et lésa parles termes correspondants d'une fonction majorante. 

Prenons pour cette dernière . _ ■ Ces substitutions reviennent à con- 
sidérer l'intégrale de 

dy -^yi — vo-cosw -4- j-—^\d(T^ o, 
qui se réduit à y pour (7=0. Cette équation a pour intégrale générale 

yc °™ 1 — y — ; ^^ const. 

-' \ vocosu ./ 
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Cette intégrale, qui se réduit pour c = o, à une fonction de y dont tous 
les coefHcients sont positifs, est afoit'wri une fonction majorante. 
On a une fonction holomorphe de /, tant que l'on a 

1/1^ afr + ycosw 

Soit 

on aura 

v^'-*-(i'>gp)* 
■La condition de convergence devient 



y\<-. 



Pour y satisfaire, il suffît de prendre 

s, , -î 

a.b\jk'-\' i 

Suivant les circonstances, l'une ou l'auire des deux conditions de conver- 
gence trouvées pour F peut être plus avantageuse. 

16. Deiiiundons-nous quelle est ta forme des fonctions 

/,M. ./.W. ■.., /W 

(|ue nous avons introduites. Examinons d'abord le cas d'un col ou d'un 
centre. Au lien de nie servir de l'expression de ces fonctions sous forme 
d'intégrales, je trouve plus commode d'opérer de la façon suivante. 
L'cqtialion avant pour intégrale 

/.i'''(A, + li^y -\- h^y' -j- . . . -f-/*„.r") = const. ou n ^= const., 
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étant mise sous la forme (i i), a, ainsi que nous l'avons déjà remarqué, 
mêmes termes ne contenant pas y"'*'' que l'équation donnée. Il en résulte 
que les fonctionsy*,,y,, ..-,/„ seront identiques pour les deux équations. 
Supposons que pour X:=a l'intégrale {u) se réduise à 

(6,j-f-ô,7*-f-. . .-^-h^y"). 
L'équation 

è,KH-A.K.'-i-Z.,K'+. . .-h6„K''=«, 

définit une fonction K. qui est «ne intégrale de l'équation que nous venons 
de former, et cette intégrale se réduit à un pour x = a. Les n premiers 
termes de K, développé suivant les puissances de y, seront identiques 
aux «premiers termes de F(x, j) intégrale de l'équation (i i). Or, ona 

K =«(c„-hC,K-h(?j//'H- . . . -h c„«"+ . - .), 

les Cg, c,, . . . , c^ étant des constantes. Il en résulte qu'à un facteur 
près c„ on a 

f,{x) = a;" [k,{x) H- S,x'-<-„(x)] [.t = i , 2 (« - i)|, 

h„{x) étant la série en x dont nous avons démontré la convergence à 
propos de la recherche de H (x, j)§ 15; '\„,{x) étant des développements 
qui sont des fonctions linéaires de 

h, (s), fti{x), . . ., h,(x). 

L'intégrale F considérée peut donc s'écrire 

yx^li -^-x/,{x,x') -t-j*/t{x,x'')-^. . . +7"X(-^S-'^'')-t~- ■ ■] = const-, 
2^x"t}'„(x) = const. , « := r , 2, . . . ; j ^ i , 2, . . . , «, 

^„, étant un développement suivant les puissances de x convergent pour x 
sufhsammeiit petit. 
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17. Nous allons conclure de là que, dans le cas d'un centre, on peut 
trouver une intégrale générale de la former-t" H (.r, j) z= const. , H étant 
Iioloniorplie dans le voisinage de x = j ^ o . 

Remplaçons dans l'équation difierentielle et dans l'intégrale j; parafe***', 
k étant un entier. L'équation difrérentielle ne changera pas ; il en résulte 
que le nouveau S obtenu sera encore une intégrale générale de la même 
équation différentielle; il en sera de même de la somme des diversS 

obtenus en donnant à k les valeurs o, i , 2, y — i , f v = ^ V Considérons 
dans cette somme les termes provenant d'un terme y"x"'^„^{x), si l'on 
pose e"™' = (0 l'ensemble de ces termes peut s'écrire 

:f^^'î'«.(^)['H-"'-l-w"-i-- ■ . + w*'"'"J- 

Cette somme sera nulle, puisque u'' est égal à nn, à moins que u>' ne soit 
égal à un. Ce dernier cas ne se présente que si v est un entier, c'est- 
à-dire si. s est un multiple de tj. Tous les termes de la somme où s ne sera 
pas un multiple de q disparaîtront. Il ne restera que les termes où jv est 
entier, et par suite multiple de p; comme on a m ^ s, n sera au moins 
égal à (j. L'intégrale obtenue contiendra j^x'' en facteur. 

JVous aurons dans le cas d'un centre une intégrale de la forme 

. r''x-'K(x,j), 

K étant une /onction /lo/omorp/ie. On déduit immédiatement de là l'exis- 
tence d'iuie intégrale delà fonnej,t''H(,r,/) :=('onst /lest donc possible 
de déterminer les constantes restées arbitraires dans les /t,.(.v) de mani' re 
à obtenir un développement H convergent ('). 



(') On doit remarquer l'analogie enlre la métliode employée et la méthode donnée par 
M. J. BendiKson (Slockliolm Orversigl, 1S95), méthode qui |>eut être considérée comme la 
généralisation d'une démonstration donnée par M. Poincaré {Journal de mathcmaligoex, 

i885). 
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18. Dans le cas d'un foyer, on se rend compte facilement, par l'examen 
des équations (i^) définissant les A„, qu'on peut trouver des intégrales de 
forme assez simple de ces équations en prenant les fonctions suivantes : 
i" pour n < MjT, //„ est un développenipnt lioloinorphe ; a" pour 
'"î < " < arijf, //„ est la somme d'un développement holomorplie et d'im 
terme de la forme ar^''loga:ç„{.T); 9„(x') ctrfnt holomorplie pour x = o; 
frpi^) se réduit à une constante ; 3" pour krq '^;_n <C. (^' + ' l^"/? '*« c** '^ 
somme d'un développement holomorplie et d'un terme de la forme 

SK'-|og.r)'"=p„,(.r), 

m prenant les valeurs 1,2, . . . , Aet(|)„^(x) étant holomorphe pour x = o. 
Bn raisonnant comme nous l'avons fait dans le cas d'un col ou d'un 
centre, de l'existence de cette intégrale formelle 

jx'[h^{x) -h j//,(.i-) + j'//,(a:) -h . . . -\- f li„{d-) . . .] =const., 

dont la convergence n'est pas étahlie, nous concluons l'expression des dif- 
férents termes /,{-^)y/,{3i'), ■ • ■■>f„{-'^) de l'intégrale dont nous avons 
étudié la convergence. f„{x) sera un polynôme de degré n-)- 1 par rap- 
port à X contenant x" en facteur et im polynôme de degré k par rapport 
à a-'''logjr, si l'on a krq'iji < {k -f- \)rq. Les coefficients de ces polynômes 
sont des fonctions de x holomorphes pour x = o. 

I^ nature de ces termes monti-e qu'il est bien naturel que la valeur de 
l'argument de x intervienne dans la condition de convergence du déve- 
loppement F(x, _j-), tout au moins dans le cas d'un foyer. 

19. Dans le cas d'un centre, on conclut de l'existence d'une intégrale 
générale yx'}i(x,x) = c, c étant une constante arbitraire, et H étant 
holomorphe pour la"| < fi, |_)'|<e, qu'il ne passe par l'origine que les 
deux intégrales j; = o, j = o, ou, d'une façon plus précise, que les carac- 
téristiques fournies par les deux intégrales holomorphes. Pour toute 
autre intégrale, obtenue en donnant à c une valeur différente de zéro, on 
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voit immédiatement que, si x tend vers zéro d'une façon quelconque, 1 j| 
devient supérieur à e. L'intégrale sort du cliamp de convergence, où 
nous pouvons l'étudier. L'énoncé qui précède est encore exact même si 
les variables x et y ne sont pas telles que les deux intégrales holomorphes 
soient x;^ o et j- ^ o. 

Ces conclusions subsistent' dans le cas d'un col lorsque le développe- 
ment \{{x,y) dont nous savons déterminer les termes, est convergent. 
S'il n'en est pas ainsi, je ne puis aftîrmer que les conclusions subsistent, 
bien que la chose paraisse probable. 

Dans le cas d'un foyer, les conclusions qui précèdent sont fausses. 
Nous montrerons qu'il existe une infinité de caractéristiques pour les- 
■ quelles x et y tendent tons les deux vers zéro. 

Je vais étudier quelques propriétés des intégrales de l'équation diffé- 
rentielle dans le voisinage des valeurs singulières x=^o, y = o. Ces pro- 
priétés sont communes aux cas d'un col, d'un foyer ou d'un centre. 

On peut énoncer le théorème suivant : 

Si l'on considère une caractéristique pour laquelle | x'^y^H \ ne devienne 
pas infini, \y\ deviendra supérieur à e. 

e est la limite de \y | telle que le développement Y {x, yj soit conver- 
gent; a et ^ sont des nombres positifs quelconques, dans le cas d'un col 
ou d'un centre, assujettis aux conditions a < ^r, Pfyr, dans le cas d'un 
foyer; ô est l'argiimentde x. 

Kn effet, on peut trouver des nombres m et n et faire un chan- 
gement de variable tel que F(x,j) soit convergent pour |j:"y6j < t„ 
\y\ < ê; l'tm au moins des nombres m et n étant respectivement supé- 
rieur à a et à p. Si |x'j^âj ne croît pas indéfiniment |x™y6| tendra 
vers zéro avec x, la première condition de convergence Hnira toujours 
par être vérifiée. Si la seconde î' était, la caractéristique considérée satis- 
ferait à ta relation F(a;, j) = const. , ou 

(ai) yx'li -^yJ\{^x,x-)-\-. . .-(-/,(x,j.-*) + . ..]=.= c. 
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D'après ce que nou* avons dit sur les fonctions majorantes de F, on 
sait que | F| est inférieur an module d'une fonction de comparaison dont 
tous les termes contiennent x" en facteur ; ce module tend donc vers zéro. 
La constante c fournissant la caractéristique ne peut être que c = o. Or 
à c = o la relation (21) ne fait correspondre que les intégrales x=^ o; 
^•=-.0. li en résulte que j / 1 ne peut rester inférieur à e. Le théorème est 
démontré pour les nouvelles variables employées. Le théorème est encore 
vrai pour les variables primitives de l'équation (a), à condition toutefois 
que ce soient celles de l'équation (11), c'est-à-dire que les deux intégrales 
holomorphes soient x = 0, y =0. En effet, soient X et Y les nouvelles 
vai-iables, 9 l'argument deX; x,/, 9 se rapportant aux variables primi- 
tives. Ou a les relations 

X = x(i-h..-.), Y = 7(i + ...) 

qni montrent que le rapport des modules de x et de X reste fini et diflérent 
de zéro et que la différence des arguments reste finie lorsque x et j>' restent 
■ compris dans le champ [o-'j < a, | r | < 6, pour lequel les changements de 
vai-iables sont valableS: Il en est de même pour les modules et les argu- 
ments de j et de Y. Il résulte de là que si X'Y^O croît indéfiniment, il 
en esl de même de ■(■"/^O, et réci|)roquement. 

Si l'équation (1) admet l'intégrale .r= o et non l'intégrale j = o, le 
résultat obtenu doit être modifié. Nous avons Y = '^{x) H- j( 1 H- • ■)> 
le_ rapport - peut devenir nul ou croître indéfiniment, et, par suite, 
X'Y^S pourra rester fini ou croître indéfiniment, sans qu'il en soit de 
mèuie dex^y^b. Mais nous pouvons considérer x'ô, et la démonstration 
employée montrera que si cette (luantité ne croît pas indéfiniment 1/ | 
deviendra supérieur à £. On montrei'ait de même que, si l'é(juation admet 
l'intégrale y = o sans l'intégrale x.= o, il faut pour que \y\ reste infé- 
rieur à £ que y^^ croisse indéfiniment. 

Dans tous ces cas, pour qu'une caractéristique reste comprise dans le 
champ de convergence (Ij] < e) lorsque j; tend vers zéro, il faut que Ô 
croisse indéfiniment. 
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Aucune des caractéristiques, pour les<|uelles l'argument de œ reste fini, 
ne restera comprise dans le champ de convergence lorsque x tend 
vers zéro. 

On ne peut pas énoncer de résultat analogue dans le cas où l'équation 
différentielle n'admet ni l'intégrale x=o, ni l'intégrale y :=o. Pour 
s'en rendre compte, il suffit de considérer l'équation à coefficients réels 

{x-^- . . ■)(fx-h {f-h . - .)dx= o 

dont M. Poincaré a étudié les intégrales réelles, l'origine étant soit un 
foyer, soil un centre. Nous avons une infinité de caractéristiques pour 
lesquelles on a constamment \x\<io,\x\<i^y l'argument de a; restant nul. 

On peut énoncer le théorème suivant, analogue au piécédent et dont 
la démonstration se (ait de même. Désignons par ô et (o les arguments 
dexet r; par a, et fi deux nombres positifs quelconques dans le ciis d'un 
col et assujettis, dans le cas d'un foyer, aux inégalités a. K/jr, ^^fjr, 
une de ces inégalités pouvant être remplacée par l'égalité. Pour toute 
caractéristique pour lafjuelle x et y tendent simultanément vers zéro : 
1° sil'é.juation admet les deux intégrales x = o, y = o, x'j^ô ctx^y^Ui 
croissent indéfiniment ; 2" si l'équation admet l'intégrale x^o, x"9 et 
«"(o croissent indéfiniment; 3° si l'éqiatfon admet l'intégrale y ^ a, 
y^H ety^ia croissent indéfiniment. 

Il en résulte que, quelle que soit la valeur de v, si l'équation admet les 
deux intégrales x := o ety := o pour toutes les caractéristifjues tendant 
vers l'origine x^, yio; y^, yiii croîtront indéfiniment." 

^ucun de ces résultats ne subsiste si l'équation ( 1 ) n'admet ni l 'inté- 
grale ce ;= o, ni l'intégrale y = o. 

20. Je me propose de mettre en évidence que l^'/^ôj croît indéfini- 
ment lorsque x tend vers zéro, si \y \ reste inférieur à e, en me servant de 
l'équation difierentielle, sans employer l'intermédiaire du développement 
donnant l'intégrale générale. Soit:ntx=: pcô,/ =/-e'". Considérons une 
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caractéri.stique pour laquelle x tend vers zéro, 9 peut être regardé comme 
une fonction de p définie par la loi suivant laquelle x tend vers zéro; 
r et fa> sont des fonctions de p définies par les deux équations obte- 
nues en égalant séparément à zéro la partie réelle et lu partie imaginaire 
de l'équation différentielle. On a 

y ^-irft^>-f- f-2 H- iS\ (v + c''''"**"'"'p"';-"A(pr'\ /•e'"') = o, 

(21) ^ + :i^_+-p'«-V"Crt'p-f-p"'/"Drf9 = o, 

enposant A(pe",r('") = C + iX>, C et D étant des fonctions de r, p, w, 6 
qui pour p < a, r < è restent inférieures en module à un nombre fixe [i.. 
Soient p,, 6^, r,, to,, les valeurs initiales de ta caractéristique, on aura 

p"'-'r"Cdp-\- f p"'r"D(rà = o. 

Supposons que p aille toujours en diminuant et que Ô varie toujours 
dans le même sens, en croissant par exemple. Nous reviendrons sur ces 
hypothèses, sans lesquelles il me paraît difficile de faire une démonstra- 
tion rigoureuse. Dans ces conditions, p tendant vers zéro, le troisième 
terme du premier membre reste fini, le second est constant, le premier 
croît indéfiniment; il faut, par suite, que le quatrième croisse indéfini- 
ment. Ceci exige que croisse indéfiniment. Je vais montrer qu'il faut 
également que p"r"9 croisse indéfiniment, a étant inférieur à m, pour toute 
intégrale pour laquelle |j*] reste inférieur à e. Si cette quantité restait finie 
on aurait 

p"r"Ô<>t, /•<r(p'9)"\ 

tétant un nombre fîxe. Ep remplaçant r par cette vateur dans (22) on 
augmente le premier terme; on augmente également le dernier terme en 
remplaçant en même temps D par >x, maximum de son module. Si dans 
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ces conditions nous montrons que le premier membre de [aa^ devient 
négatif, nous aurons montré qu'on ne peut pas avoir simultanément , 
p<»ur X tendant vers zéro, p'r'î < ^et r < e. 

Kn ne considérant que les termes qui deviennent infinis, on voit que ce 
■ premier membre se réduit à 

(;v-^;)iogp+(V;.*?"-0?. 

Or, dans le cas d'un col ou d'un centre, on peut prendre m et n tels 
que V — - soit positif. Il en est de même dans le cas d'un foyer d'ordre r, 

puisque v :^ ^ et qu'on peut prendre m = rp, n = rq. On peut de plus 

supposer p assez petit pour que jxA'p"^ soit négatif. Les deux termes 

deviennent donc négatifs. 

21. Nous avons supposé que p et d variaient chacun dans le même 
sens; ce ne sera pas une hypothèse restriciive, si nous montrons qu'à une 
caractéristique obtenue en prenant la valeur initiale x^ = p,^'^*, et faisant 
décrire àx un arc aboutissant au point pc'*, et pour laquelle on ait tou- 
jours \y\ < e, on peut faire correspondre une caractéristique ayant 
mêmes valeurs initiales^,, j,, et mêmes valeurs finales xet^, et obtenue 
en faisant décrire à x un arc de courbe pour lequel p aille en décroissant, 
et 9 en variant toujours dans le même sens, cette caractérisiique satis- 
faisant également à la condition \y\ < s. Maison ne peut admettre a priori 
qu'il en soit ainsi, caries valeurs de {^| correspondant à la première carac- 
téristique pourraient rester inférieures de e, tandis qu'il pourrait ne pas 
en être de même pour ta seconde caractéristique. 

En edet, si 6 ne varie pas toujours dans le même sens, il existe dans le 
plan des x des rayons vecteurs issus de l'origine et sous-tendant un arc 
de la courbe décrite par x. Soit afly cet arc, a étant plus éloigné de zéro 
que ne l'est y. Considérons la caractéristique définie lorsque x parcourt 
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cette courbe; soit;Kai Xt ^^^ valeurs de j lorsque a; se trouve en cl, en y. 
Considérons l'intégrale répondant aux conditions initiales suivantes : 
pour X en y, y prend la valeur j^. Si l'on fait varier x de y en a, suivant 
le rayon vecteur, il est facile de montrer que |j'l =: r va en diminuant. 




L'égalité (ai) nous donne pour cffi = o 

pr/r-f-r(v -f- p"r"C)ûfp ^o; 

r va en dimÎDuant lorsque p augmente, puisque v + p^r" C a le signe de v 
pour les valeurs.de p et de r, suffisamment petites, que nous considé- 
rons. 

Nous avons donc une fonction j(a:) satisfaisant à l'équation, et définie 
tout le long du contour apyo ; ce contour, ne renfermant pas l'origine, ne 
renferme aucun point singulier à^yix), on peut remplacer l'arc oJ^-^ par 
aSf, y restera inférieur à e. En opérant ainsi, on remplacera la (-ourbe 
par une courbe pour laquelle varie toujours dans le même sens ou reste 
constant ; on pourrait même supprimer cette dernière restriction. 

Il est facile de montrer ensuite, par un raisonnement analogue, qu'on 
peut remplacer la spirale,, p = cp(9), suivant laquelle x tend vers l'ori- 
gine, par une spirale, p, = cp, (ÔJ, tangente à la première en une infinité 
de points et telle que l'on ait p, ^p, p, allant toujours en diminuant. 

22. Ces remarques vont nous servir à comparer la condition nécessaire 
trouvée, dans le cas où l'équation admet l'intégrale x = o, pour qu'il y 
ait une intégrale pour laquelle x et j tendent vers zéro, à une condition 
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indiquée par M. Picard ('). M. Picard fait remarquer qu'il iàut que x 
tende' vers l'origine dans le plan 'des x en décrivant un arc de longueur 
infinie. Il en est bien entendu de même pour y si l'équation admet l'inté- 
grale^ = o. Nous avons vu, d'autre part, que l'équation admettant l'in- 
tégrale a:.^:o, la quantité pO croit indéfiniment. Si nous n'imposons à la 
courbe décrite par le point x de coordonnées p et 6 aucune restriction, les 
deux conditions : i" cette courbe a une longueur infinie ; a," pour cette 
courbe p9 croît indéfiniment, sont distinctes. Un arc de courbe peut 
avoir une longueur infinie, sans que pâ croisse indéfiniment, et récipro- 
quement. Mais, si l'on impose, comme on peut toujours le faire, la res* 
triction que sur l'arc de courbe p diminue et d varie toujours dans le 
même sens, la condition : p9 crott indéfiniment entraîne la condition : 
X tend vers l'origine suivant un arc de longueur infinie. 

En effet, l'arc de courbe décrit depuis le point p^ p,; 6 ^ o jusqu'au 
point p6 est supérieur à l'arc, d'angle au centre 6, décrit sur le cercle de 
rayon p, et par conséquent supérieur à pâ, et doit croître indéfiniment. 
La réciproque n'est pas 'vraie. Si l'on considère la spirale pô := i , elle a 
une longueur infinie. 

23. Nous avons dit n'avoir aucune raison rigoureuse pour admettre 
qu'il n'y ait pas, dans le cas d'un col, des caractéristiques autres que 
,1-^0 et j* = o pour lesquelles x ety tendent vers zéro. Nous allons 
montrer que, dans le cas d'un foyer, il existe toujours une infinité de 
caractcr iniques pour lesquelles x et y tendent simultanément vers zéro. 

On peut toujours, en prenant pour nouvelles variables ax^'' et y^, 
a étant une constante convenable, mettre l'équation (i8) sous la forme 

a;(/)'H-7[i-l-2irj'(i -i-h)]dx = o, 

B contenant, en général, des puissances fractionnaires, mais s'annulant 

(') Voir Traité d'Analyse, 1. 111, n" 28. 
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pour X =^ ^ o et devenant aussi petit que l'on veut, pour xely suffi- 
samment petits. 

Si l'on divise les deux membres de l'équation par i h- ^(i + B), la 
somme des coefficients de xdfetàe ydx étant égale à un,'pour la nou- 
Telle équation, celle-ci se met sous la forme 

a:{i — ay — ^<^)<fy -\-y(i ■+■ ay + xyf)dx=^o. 

En posant a: = p e~", y ^ pe*", l'équation précédente devient 

rfp^p*(i -h 9)rft«). 

En séparant la partie réelle de la partie imaginaire-et prenant 

et supposant h constant et t variant seul, on a 

dr= r* ((n-o[.)cos9— [isinfljrfi, 
r/6=^îi/-'[ficosÔH-(i -|-a)sinô]cfe. 

a et ^ seront dés fonctions de t, r et 9 qui, pour r suftisamment petit, 
seront aussi petites que l'on voudra. Nous ferons varier t en décroissant, 
par exemple. Traçons le cercle trigonométrique sur lequel, en prenant A 
pour origine, nous représenterons l'arc d. On peut déterminer un 
nombre e et deux points U et K sur le cercle, tels que si l'on a r < e et 
l'extrémité M de l'arc H située sur l'arc HAK, le facteur 

(1 + a)cos9 — ^sintt 

soit positif. Si M est situé sur cet arc, r ira en décroissant. Nous suppo- 
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serons les valeurs initiales de la caractéristique satisfaisant aux conditions 
initiales 

r < E ; M entre HetK; _-<6<-. 



Le facteur ^cosd H-(i H~ a)sio6, ou bien aura le signe de (i + a)sin9, 
et alors d se rapprochera de zéro, ou bien aura le signe contraire, et Ton 
aura 

|,a„(ç8|<_i_, 

ce qui, pour r suffisamment petit, exige que M tombe entre K et H. Dans 
les deux cas, r ira en décroissant. Ou bien r atteindra ta valeur zéro pour 
une valeur Bnie de t, ou bien \t\ croissant indéfiniment, r tendra vers une 
limite. Nous allons voir que cette limite ne peut être que zéro; dans tous 




les cas nous' aurons une caractéristu^ue pour laquelle x et y tendent 'vers 
zéro. 

Posons t = -; l'équation devient 

(28) u* dr -h r' [{i + a)cos6 — fisinÔJ du = o, 

que l'on peut considérer comme une équation différentielle en r et «, 
d étant pour une caractéristique donnée une fonction de u. Si, u tendant- 
vers zéro, la valeur de r satisfaisant a l'équation (28) tend vers une 
limite, cette limite ne peut être que zéro. Mous pouvons ajouter que r ne 
peut prendre la valeur zéro que pour t croissant indéfiniment, c'est- 
à-dire pour u devenant nul; cela résulte encore de l'équation (a3). 
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De la démonstration qui précède il résulte que, pour les caractéris- 
tiques que nous obtenons, et qui tendent vers l'origine, ô tend vers zéro. 
En effet, nous avons vu que, ou bien 6 se rapproche de zéro ou bien satis- 
fait à la condition tangÔ) <| ■ ' \_- \- Dans le premier cas, on montrera 
sans peine, en raisonnant comme pour r, que 6 ne peut tendre que vers 
la limite zéro lorsque t croit îndé6niment. Dans le second cas, ^ tendant 

vers zéro, il en sera de même de 6, d'après la condition tango [ < | \_ ■ 

Un raisonnement analogue montrerait que, si t varie en croissant, 
r tend vers zéro, mais 9 tend vers %. 

Considérons les caractéristiques que nous avons obtenues, en faisant 
devenir t infini par valeurs négatives. On a 

r et 9 sont des fonctions qui tendent vers zéro. L'argument du produit x^ 

tend vers Pour ( devenant infini et positif, nous avons une autre 

série de caractéristiques pour lesquelles l'argumçnt de xy tendra vers -- 
On montrerait de même l'existence de caractéristiques pour lesquelles 
l'argument de xy tend vers kiz > k entier. 

La démonstration subsiste avec de très légères modifications, si l'on 
suppose que h, au lieu d'être une constante, est une fonction de f, qui 
tend vers une limite finie lorsque t crott indéfiniment. Comme on a 

y^e'-^e^'e'", 

X 

on voit que nous montrerions ainsi que toutes les caractéristiques pour 
lesquelles le module de -tend vers une limite finie et différente de zéro, 

et pour lesquelles l'argument de - croit indéfiniment, tendent vers l'ori- 
gine. 
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Nous devons remarquer que, même en admettant la généralisation 
signalée, et considérant toutes les caractéristiques pour lesquelles le 
module de - tend vers une limite qui n'est ni nulle ni infinie, tandis que 
l'argument crgit indéfiniment, nous n'obtenons pas toutes les caractéris- 
tiques pour lesquelles x et _j' tendent vers zéro, car il peut y avoir des 
caractéristiques jouissant de cette propriété et pour lesquelles le module 
de — ne tende vers aucune limite, on encore tende vers zéro ou vers l'iïi- 

fini. Nous n'avons donc pas démontré que, pour toutes les caractéris- 
tiques tendant vers l'origine, l'argument du produit xy tend vers une 
limite. Cependant, pour toutes les équations dont j'ai pu étudier les carac- 
téristiques, cette circonstance se produit. 

Si l'on revient aux variables primitives, on voit qu'il faut appliquer 
les conclusions énoncées au sujet du module et de l'argument de xy et 

de — aux quantités uaf^y^'y -^—fr' Les conclusions subsistent pour les 
variables primitives de l'équation (i), quels que soient les changements 
de variables effectués, pourvu que l'équation primitive admette les iuté-' 
grales a; =: o , jf ^ o . 

Toute équation ax/mettant à l'origine, un fojer d'ordre r, et les deux 
intégrales, x = o, j" ;:= o, admet une injinité de caractéristi(/ues, pour 
lesquelles œ et y tendent vers zéro. Ces caraetéristiques jouissent des pro- 
priétés suivantes : le module du rapport y^' x~'"' tend vers une limite qui 
H est. ni nulle, ni infinie, et qui peut être choisie arbitrairement; l'argu- 
ment du produit afy^^ tend vers certaines limites déterminées. Les valeurs 
des différentes limites correspondant aux divers groupes de caractéris- 
tiques différent entre elles de multiples tc. 

Bien entendu, l'existence des caractéristiques tendant vers l'origine 
en résulte pour l'équation primitive, même si cette équation n'admet pas 
les intégrales x=^o et'y^o. 
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24. Citons comme exemple d'équation donnant un foyer l'équalion 

xdy-i-x{i — 3y)dx=:o 

dont l'intégrale générale est : cxy := i + xj'Iog.r, et se met sous la forme 



X = e é~'', y =■ ■ 






a et ^ étant des variables réelles. 

Pour que xetjr tendent vers zéro, il faut que a croisse indéHniment 

par valeurs positives, et que -g- tende vers zéro. Pour toutes ces caracté- 
ristiques, l'argument du produit ^= ,, tend vers' -\ — . à un 

multiple près de tc. Pour ces mêmes caractéristiques, — = .'^ — - 

a son argument qui croit indéBniment, mais son module, dont la valeur 
asymptotique est -w-> peut devenir nul ou infini et ne tendre vers aucune 
limite. 

On étudierait sans difficulté les caractéristiques de 

xdjr[ii — xy) ■+-.ydx{i -^xy)T=iO 
dont l'intégrale générale est donnée par 



r= 



^i<. 



ti> étant une variable complexe, dont on ferait croître indéfiniment la partie 
réelle. 

Citons encore comme exemples d'équations présentant un foyer et 
dont on peut étudier les caractéristiques, en intégrant : 

(a4) qxdy '\- py{\-^f{x)<:f{x''f)\dx^o 

où y est une fonction de x différente de zéro pour x nul et 9 une fonc- 
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tion du produit afy^, s'annulant avec cette quantité, p et q étant des 
entiers. De même l'équation , 

(aS) qx[i H-P(a:,_r)ç(a:^/')]rf^-hy?j'[i — V{x,x)i^{jify)\iix^o, 

où P est un polynôme homogène de degré r{p-\~q) et renfermant un 
terme en x'"'/;'''; ç est une fonction holomorphe quelconque de a^y. 

Comme exemple d'équation présentant un centre nous pouvons, en 
dehors des cas signalés, citer les cas suivants : i° Dans l'équation (^4) 
nous supposons que l'on aity"(o) = o, que le terme de plus faible degré 
de ç soit le tenue enx''y, et que le terme x''")"' de <p ait un coefficient 
nul; 2° dans (23) nous supposerons (p astreint aux mêmes conditions que 
dans l'exemple précédent et P(x, >■), polynôme homogène quelconque; 
dans le cds où il serait de degré p-t-q ou r'ip-i-q), il ne devrait pas 
contenir de terme en x''y ou af^y. Citons enfin le cas de centre tout 
différent 

x[ï -h{x—f)/{u)]dy-hx[i~ix—j)/(u)]dx—Q, 

avec 

u = {x-hy){x-y)\ 

Troisième cas. — X est un entier ou l'inverse d'un entier. 

25. Je considère l'équation 
{26) {o..r-\-f\r-h...)dy = {a'.T-i- i/y -h. . .)dx ou Xdx= Y dx, 
et je suppose que l'équation adjointe 

ait deux racines que je désigne par "k et pX, p étant un entier. 

Citons d'abord deux cas particuliers qu'il convient de mettre à part . 
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I ° On a a' = è = o et a = i', p est égal à un. On sait que l'équation 

(F) ^£ + Yf-^F = <' 

admet deux solutions holoniorphes différentes y(a:,j-) et <p(j:, j). C'est le 
seul cas où l'équation (F) admet deux solutions holomorphes dont les 
coefRcients ne soient pas proportionnels. L'intégrale générale de l'équa- 
tion est 

a" p étant quelconque, l'équation 

admet toujoui-s une solution holomorphe g. L'équation 

admet toujours pour solution g''; nous supposerons que cette équation 
admette une autre solution holomorphe y, ayant des termes du premier 
degré. Il en résulte que l'intégrale générale de {26) est 

f{x,y)^c{g{x,y)Y. 

En général, l'équation (27) n'admet pas d'intégrale holomorphe com- 
mençant par des termes du premier degré; on est arrêté par une impos- 
sibilité dans le calcul des termes de degré p en x et en j*. Pour le voir, il 
suffît de ramener par un changement de variubles linéaire l'équation à la 
forme canonique : 

Çkx -h . . .)dy=- Q^py + . . . ) dx. 
Dans les deux cas que nous citons, on voit immédiatement que, par un 
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changement de variables, on peut ramener l'équation à la forme réduite 



dx 



=py- 



Les intégrales y{x) de l'étiuation donnée relatives à des valeurs ini- 
tiales iT,,^,, comprises dans le champ pour lequel les fonctionsyct ç sont 
définies et les changements de variables sont valables, tendent toutes vers 
zéro lorsque x tend vers zéro, tout comme les intégrales de l'équation 
réduite. Pour toutes ces intégrales a: = o est un point ordinaire. Ce sont 
là des résultats bien connus. 

Je vais montrer que, dans tous les autres cas, on a toujours deux, fonc- 
tionsyct <p holomorphes et nulles, pour a:= v^o et solutions respec- 
tivement des équations 

(»8) xg + Y^^-X^/ =o. 

Il en résulte, en formant avec ces deux équations une combinaison 
homogène, et en posant a = log/' — >.<{>/"' , que l'on a 

dx dy 

Nous verrons que l'on a 

g étant la solution holomorphe de (27). L'intégrale générale de l'équa- 
tion pourra donc s'écrire 

logg-(^. J) — ^ 9(-t'. j)[5-('ï^>r)r''= const. 

L'existence des solutionsyet <p des deux équations (a8) et (29) a été 
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mise en évidence par M. J. Bendixson, avec de légères difl'érences de nota- 
tions, dans le cas où p ^ i . La méthode de M. Bendixson s'étend sans 
peine au cas où p est un entier quelconque. Cette méthode, ainsi que celle 
que je vais indiquer, s'appliquent à la recherche d'une solution de l'équa- 
tion 

V ^F „ i)F V dF 

X,, X,, ... , X„ étant des développements procédant suivant les puissances 
de variables x,, ,c,, œ^, ces développements commençant piu- des termes 
du premier degré et l'équation adjointe ayant une racine d'ordre de mul- 
tiplicité quelconque ('). 

26. Montrons d'abord que Téquation 

(3o) .r()..-|-...)^^-hr(X,H-...)^| — aF = A.r-hAy + ..., 

où ne sont écrits que les termes de moindre degré, admet, sauf pour cer- 
taines valeurs de a, une intégrale holomorphe. Les raisonnements sont 
analogues à ceux que l'on développe, dans le cas où l'on a a ^X, et le 
second membre de (3o) identiquement nul. On détermine sans peine les 
coefficients des divers termes de F, supposé existant; le coelïicient de 
jf"j:-" est une fraction ayant dénominateur mX, -\- rt\ — a et pour numé- 
rateur un polynôme dépendant des coefficients déjà déterminés de F. Si le 
point d'aftixe a. ne coïncide avec aucun des points d'affixe mX,-|-nX, et 
si de plus le segment ayant pour extrémités les points X, etX, ne comprend 
pas à son intérieur l'origine, le rapport de ml, -h n\ — a à /n + « reste 
supérieur, quels que soient m et /i, à un nombre e. 

Tous les termes de F sont inférieurs en module aux termes correspon- 
dants de la fonction L défmie par 

(') Je n'ai pu avoir connaissance des travaux sur celle question de MM. J. Horn et 
E. Lindelôf. 
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où M et N sont des rotictions de x-hy holomorphes et nulles pour 
œ ~\-y = o et qui sont des fonctions majorantes respectivement du second 

membre de (3o) et des termes non écrits dans les coefBcients de x j- et 

àejr^- La fonction L ne dépend que de x-i-y. Soitx-\-y=: «, on aura 

du u du ^ ■" 

L sera donc une fonction holomorphe de u, pourvu que | // 1 soit inférieur 
à la limite r, pour laquelle M et N sont holomorphes, ainsi que^— ^jtj-t- 
La fonction F sera donc holomorphe, pour x et y inférieurs en module 



Nous voyons que la valeur de cette limite ne dépend pas des coefG- 

cients du second membre de l'équation. 

Nous pouvons énoncer le théorème suivant : 
L'équation 

(3') xg + Y|-aF = /,x + *,r 

admet une intégrale holomorphe et nulle pour x=y = o, si les deux 
racines X, et \ de l 'équation adjointe sont diitinctes, n'ont pas leur rap- 
port négatif et si ot ne coïncide avec aucun des points mX,-f-HX,. En 
effet, on ramène par un changement de variables l'équation ( 3 1 ) à l'équa- 
tion (3o). Ce développement est une série en x et en y, dont les termes 
sont des fonctions de o., de h et de k', cette srrîe est uniformément conver- 
gente, lorsque a. décrit une courbe fermée ne passant par aucun des 
points mX, -+- /Aj et lorsque h et k varient d'une façon quelconque, à 
condition que l'on ait\x\ < e', |^1 < e', e' étant indépendant des valeurs 
prises par h, k et et. 

ii7. Montrons qu'on peut énoncer un théorème analogue, lorsque 
l'équation adjointe a ses deux racines égales. 
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Donnons à un des coefficients des termes du premier degré de X. et Y, 
à CL par exemple, un accroissement t, nous aurons alors l'équation 

^ dF ^ ûF p , , , 

Nous pouvons supposer que la quantité d'afHxe ( décrive autour de 
rorigine, dans sou plan, une courbe fermée G, entourant l'origine, assez 
petite |)our que, t étant sur cette courbe ou à l'iutérieur {exceptionfaite 
pour t = o), l'équation adjointe n'ait plus de racines égales. 

Si X est la valeur de la racine double pour t = o, lorsque ( décrit G, les 
racines a, et \ <le l'équation adjointe décriront des courbes fermées 
entourant X et aussi voisines que l'on veut de ce point. Dans ces mêmes 
conditions, la quantité mX, -+- n\ — x, qu'on peut écrire 



(m -+■ n) { — V) 



restera supérieure à une certaine limite, puisque -^ —> centre de gra- 
vité de deux niasses placées l'une en X,, l'autre en \, décrit une courbe 
entourant X et aussi voisine que l'on veut de X. Il en sera de même, si le 
point d'afHxe a, au lieu d'être Bxe, décrit une courbe T ne passaut par 
aucun des points ml, ■+■ n\. 

F sera une fonction holomoiphe de x et de y, qui sera représentée 
par une série, dont les termes seront des fonctions de a. et de t. Cette 
série sera uniformément convergente lorsque / décrit G eta une courbe F. 
On pourra prendre G assez voisine de l'origine, pour que la série soit, 
lorsque t varie, une série uniformément convergente sur G, les termes de 
la série étant des fonctions holomorphes de t sur la courbe G et à son 
intérieur. lien résulte d'après un théorème connu {') que la série repré- 
sente une fonction de t holomorphe à l'intérieur du contour G. En fai- 
sant t^ odans les différents termes, l'on obtient une solution holomorphe 
enxet^ de (3i ). 

{') yoir, par exemjile, la ihèse de M. Painlevé, 1887. 
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On voit sans peine (|tie l'on peut donner an ihéorènie le même énoncé 
que dans le cas précédent. 

28. Démontrons, à l'aide des théorèmes précédents, l'existence des 
deux solutions holomorphes des équations (28) et {29). 

L'équation adjointe de (26) ayant pour racines X et p'k, l'équation 

(32) x'^ + \'^-pa.V={\-7.)\lix+ky) 

admet une solution holoniorphe en x et /, les coefficients du développe- 
ment étant des fonctions de a. La série, considérée comme fonction de a, 
est définie lorsque le point d'affîxe a décrit une courbe T sufBsamment 
petite, entourant le point d'affixe X et cette série est uniformément con- 
vergente. Nous allons voir que les divers termes de cette série sont des 
fonctions de ot, holomorphes, pour a compris à l'intérieur de T. 

Il en résultera que l'on aura une fonction deo. holomorphe, dans l'aire 
liinitée par F. La dérivée de cette fonction pourra donc s'obtenir en déri- 
vant terme à terme. Kn désignant par/'(x,j) ce que devient F lorsqu'on 
faitX = a, on voit que l'on aura une solution de l'équation (28). En pre- 
nant ensuite la dérivée des deux membres de (Sa), par rapport à a. et en 
désignant par (p la dérivée de F pour X ^ a,, nous aurons une solution de 
l'équation (29). Nous aurons soin de vérifier que^n'est pas identiquement 
nul. 

Considérons d'abord le cas où p est égal à un. Un changement linéaire 
de variables permet de mettre l'équation (Su) sous la forme 

(Xx' -H. ..)g-, + (V+f;^ + --)fi-»F=(X-»)" ('''•»■' + *'/). 

Cherchons à déterminer les coefficients de F pris sous la forme 

F= ^ A'.i'"/''"" (« = o, 1, 2, . . . , ^; ^ = I, 2, . . . 00). 
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On a la relation 

(33) (Xç _ et) a; H- (n — i)PAJ,_, = B^„ 

B^ dépendant de coefHcients supposés déjà déterminés. Pour déterminer 
les coefficients A', en supposant déterminés les coefficients précédents, 
nous ferons dans (33) n = o, ce qui donne 

(X^r — a.)A; = B;, 

ensuite n égal à un, ainsi de suite. On voit que A^ contiendra en déno- 
ininateur(>.9 — a)''"^'.Onvoilencorequerona A^ = (X — a)A'et A|^ A'. 
Tous les coefficients A seront donc des fonctions holomorpbes de a. pour a. 
compris dans l'aire F; pour X^ a, F ne sera pas identiquement nul, si 
l'on suppose A' différent de zéro. Ce que nous venons de dire pour F con- 
sidéré comme fonction de s! et y' ., s'applique immédiatement à F consi- 
déré comme fonction de x eXy. 

Considérons maintenant le cas de/» entier quelconque. Par un change- 
ment linéaire de variables, l'équation se met sous la forme 

(/'^'+---)S H-(V+- • • )|^-/'»F=a-ar(AV-/ty). 

£n procédant comme dans le cas précédent, on a 

[X(/)« — n-i- ?)—/>«■] A' = B'. 

n ne peut donc s'introduire de coefficients non holomorpbes pour a. =: X, 
que pour n= \^q ^=.p et pour « = o Hp=^q. 

Dans le premier cas, on a A] = (X — a.)A'. 

Pour considérer le second cas, remarquons que l'on aura A^ qui con- 
tiendra en facteur (X — a)'. Tous les A' contiendront en facteur X — a ; 
de même tous les A' . . . A'^'. Il en sera de même des quantités B*B*..,B'' 
que l'on peut écrire B' = (X — «■)C'. 

Nous aurons 

/;(X — a)A^=(X — a).C^ 
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La quantité C^ n'est pas nulle, pour X = a ; car si elle était nulle l'équa- 
tion 

(''^+---)S + (>■/-*-• ■■)^,-y»F = (^-=')(AV+A-y) 

admettrait une solution holomorphe qui, pour a ^= X, se réduirait à une 
fonction W ayant pour terme du premier degré fi'x'. Nous serions donc 
dans le cas où l'équation (28) admet une solution autre qu'une puis- 
sance /?""", cas que nous avons mis à part. 

La quantité A^ ne sera ni nulle, ni infinie, pourX = a. Tous les coeffi- 
cients de F seront holomorphes, pour X= a; la fonction F se réduira, 
pour X = a, à une fonctiony(a;,j) dont les termes de degré minimum 
seront de degré p et qui satisfera à l'équation (28), cette fonction sera par 
conséquent égale kg''. 

L'existence d'une intégrale générale de la /orme 

est donc établie. 

29. Montrons comment, à l'aide de cette intégrale générale, on peut 
étudier dans le voisinage de j: = j = o les intégrales de l'équation. On 
voit immédiatement que les termes du premier degré de g* et de ■y ne 
sont pas proportionnels. En posant x, = g ety, = - — tp, x, et y, s'ex- 
priment paf des développements contenant des termes du premier degré 
en X et en j et réciproquement, x et y s'expriment par des développe- 
ments de même forme en x, et j, ; ,r, et /, satisfont à l'équation réduite 

dont les intégrales s'expriment par les formules 

X, == ce"', j, = c''te~'^. 
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c étant une constante arbitraire. Disons quelques mots des intégrales de 
l'équation réduite; il suffit d'étudier l'intégrale obtenue pour c= i. 
On a 

X, = e-"e-'^ j, = (a -h /p)«-'™e-''•^ 

a et p étant deux nouvelles variables réelles. Si ;r tend vers zéro sans que 
son argument croisse indéfiniment, /, tend vers zéro et son argument 
reste fini; maisir, peut tendre vers zéro, sans que son argument reste fini, 
y, tendra vers zéro si ^e"'^ tend vers zéro et l'argument de y, pourra 
dans ces conditions rester fini ou non. En désignant par p lemoduledex, 
et par 6 son argument, cela revient à dire que pour que y, tende vers 
zéro, il faut et il suffit que p''6 tende vers zéro. Cette conclusion subsiste 
pour la variable x de l'équation primitive, si celle-ci admet l'inté- 
grale x= o. Pour étudier, dans tous les cas, les intégrales de l'équation 
primitive, il faudrait une étude analogue à celle faite dans le Chapitre I 
(i"' cas). On peut, cependant, dire qu'il y a une infinité de caractéristiques 
passant par l'origine ; mais, sauf dans les cas exceptionnels signalés para- 
graphe 25, il n'y a pas d'intégrale passant par l'origine. 

Quatrième cas. — X est nul. 

5U. Par un changement de variable linéaire on obtient l'équation 

( 34 ) ■ {x -+-...) dy -h (ax* H- 2 ba^ -+- cy' H- , . .)dœ = 0. 

Cette équation admet une intégrale holomorphe_)^=/(x). En posant 
y ^f[x) H-jf , , et supprimant l'indice, on obtient la nouvelle équation : 

(35) , k{x,y)dy + ^{x,y)<ii: = o; 

B ne contient que des termes de degré supérieur au premier et contient y 
en facteur; A contient un terme en x du premier'degré A ^.rH-. . .. 
Si Ton cherche à déterminer une intégrale x=J',{y), J", étant liolo- 
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morphe et nul pour j ^ o, 'on sait qu'on détermine sans peine les divers 
termes de_A,, mais que le développement obtenu est divergent en général- 
Peur étudier plus facilement les intégrales de l'équation, nous allons 
la ramener à une forme canonique. Donnons d'abord des définitions qui 
seront utiles à plusieurs reprises. Étant donné F{x,y) qui est, soit un 
polynôme, soit un développement suivant les puissances de x et de^, si 
les termes de degré minimum en x et j sont de degré m, je dirai que m 
est l'ordre de F. Si je considère dans F les termes où y entre avec le plus 
faible exposant, le plus petit des exposants de x dans ces divers termes 
sera l'ordre en x dé F. Je définirai de même l'ordre de Fen j. Ceci posé, 
si je fais le changement de variable x = ç(j)h-x,, où ç sera un polynôme, 
l'équation devient 



(36) 



|A[<p(,r}+x,,jj-f-B[<p(j) + .r.,7]ç(j)irfj 

-h B[(p(7) + x,,jk] rfx, = o; 



Je vais montrer qu'on peut déterminer le polynôme cp de telle manière 
que l'ordre en y du coefficient de dx soit supérieur à l'ordre en jréu coef- 
ficient de dy et que ce dernier ordre devienne aussi grand que l'on veut; 

En effet, si je détermine les termes successifs de ^, en commençant par 
le premier degré, de telle manière que, à chaque nouveau terme déter- 
miné daiis^, l'ordre en^du coefficient de (^augmente d'une unité, cela 
revient à calculer les termes successifs du développement 3:=/, (y) qui 
satisfait formellement à l'équation différentielle; on pourra donc déter- 
miner autant de termes que l'on voudra de 9 par la condition indiquée. 
Les termes de <f étant ainsi déterminés, je dis que l'ordre de B[<p{_j-), j*] 
ne pourra pas croître indéfiniment. Laissons de côté le cas où il existerait 
un développement holomorphe x:=<^,(y) satisfaisant à la fois à 
A(x,y)^^o et B{x,y)^o; dans ce cas le.s deux termes de l'équa- 
tion (35) sont divisibles para: — Ç,(jf) et le point considéré est un point 
ordinaire de l'équation. S'il n'en est pas ainsi, lorsque le degré de cp 
sera suffisamment grand, l'ordce de l'une des quantités A[!p(_y),/] et 
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B[<p(/),y] restera constant quels que soient les termes successifs que 
l'on déterminera dans 9(j). Si l'ordre de B[(p(j),j] croissait pour 
chaque nouveau terme déterminé dans ç(j')) l'ordre de A[({)(jy),yJ res- 
terait constant et il en serait de même de l'ordre en y du coefdcient de dy, 
ce qui n'est pas. B[(p{/), j"] ne peut pas être identiquement nul, si grand 
que soit le nombre des termes decp, puisque cette identiié ne peut avoir 
lieu que pour certains développements ç(y) déterminés. L'équation se 
mettra donc sous la forme 

(37) t-^,fi + H(x„7)]4-,r'/fr)jrfr+[x,K(x,r)H-r*'S'(r)]''^. = 0' 

où q est aussi grand que l'on veut et où les diverses fonctions H, K, f 
et g sont holomorphes dans le voisinage des valeurs nulles des variables. 
OnaH(o,o) = o, K(o,o}^o,^(o)7^o; m-\-\ qui est au moins égal 
à a est inférieur à q',f{y) peut être identiquement nul ; s'il ne l'est pas, 
on ay{o) ^ o. Lorsque la seconde intégrale holomorphe x =/", (/) dont 
il a été question existe, on'peut toujours faire un changement de variable 
tel que, cette intégrale devenant x, = o, on ait f{y) identiquement nul. 
Montrons qu'on peut faire en sorte que le coefficient de dx se réduise 
à y"*'. En supprimant l'indice dans x, on peut écrire l'équation (Sj) 

x\[\+n{x,y)]dy-k-K{x,y)d.r\^ff{y)dy-^y"*'g{y)(ix = o. 

L'équation 

[iH- ]\{x,y)'\dy-\-K{.v,y)dx=o 

admet pour intégrale générale 

(38) j=j,A(x,j,j,), 

y^ étant une constante arbitraire, k une fonction holomorphe se réduisant 
à I pour X =y = o. On suppose de plus, pour que la constante y, soit 
en facteur dans le second membre de (38), que l'équation (37) admet 
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l'intégrale y = o, ce qui peut être obtenu par un changement de variable 
sans changer la forme de cette équation. 

Si l'on fait maintenant le changement de variable défini par (38) en 
regardant _^, comme une variable, l'équation se met sous la forme 

j.T[n-H,(j:,.r,)lH-//,(r,)jrf>-,-rr7*'*ii:=o, 

après qu'on a divisé par un facteur holoiiiorphe ne s' annulant pas pour 
X =Xt = o. En supprimant l'indice de j^, , l'équation peut s'écrire 

[xAix) -tx'îi{x, y) -hyC(x)\dy -h y^' doc =o. 

Montrons qu'on peut faîrç en sorte que A(/) se réduise à i -+-aj-^, 
a étant le coefficient dey" dans A(/) = i + . . , -h «j"H- .... 
Je considère l'équation 

(39) AM^ = i±|fi:rf„. 

On peut démontrer que cette équation admet une infinité d'intégrales 
holomorphes. On peut même se dispenser de faire cette démonstration, 
remplacer a par a' dans le second membre de (Sg); il est facile alors de 
voir qu'eu posant y = u-^-tu la nouvelle équation entre ( et a est une 
équation de la forme 

(40) «(i H- . . .)dt= {mt-\-. . .)du, 

en n'écrivant que les termes de moindre degré. La constante a' entre au 
premier degré dans les coefficients. On peut la déterminer de telle manière 
que l'équation (4o) 3>t un^ infinité d'intégrales holomorphes; il en est 
de même pour (Sg). Soit 

y=u-\~ b^u'-\- . . , , 

une de ces intégrales holomorphes, si l'on fait le changement de variable 
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défini par cette formule, u étant la nouvelle variable, réqiiation prendra 
la forme 

[x{i H-aw") -hx'B, (x, «) H- «''C, {u)\du-^ u'"*' dx:=o. 

Pour éviter un dénominateur, posons u = ky, , déterminons la con- 
stante h par la condition mk"= i . En supprimant l'indice dey, l'équation 
prend ta forme dé6mtive 

^^\ H- ar"«„ (j) + . . . -h^ f{y)] dy +/"*' dx = o, 

a étant une nouvelle constante; a^{x)- ■ ■ ^nix)- • -/{X) ^^^ fonctions 
dey holomorphespoury = o. 

31. Il serait facile, comme application de ce que nous avons dit au 
sujet des foyers, de mettre en évidence une infinité de caractéristiques non 
holomorphés de l'équation et pour lesquelles xet y tendent simultanément 
vers zéro. En posanty = tx, on obtient une équation d'une forme étudiée 
où^^ — I et pour laquelle le point a::=o, j^ o estun foyer d'ordre m. 
Nous mettons ainsi en évidence une inBnité de caractéristiques pour 

lesquelles l'argument t'"3f tend vers — h kr:; il en résulte que pour toutes 

ces caractéristiques, si l'on désigne par w l'argument de y, cos/nco tend 
vers zéro. Il est bien évltlent qu'on n'obtient ainsi que les caractéristiques 

pour lesquelles - tend vers zéro. Nous allons mettre, dans ce qui suit, en 

évidence une infinité d'autres caractéristiques pour lesquelles a? ety tendent 
vers zéro. 

Remarquons, avant, que si l'on suppose /{y) ^ o, on a une équation 
étudiée par Briot et Bouquet. Les changements de variables employés par 
Briot et Bouquet pour ramener certaines équations à la forme (4i) avec 
X{y) ^ éliminent certaines catégories d'intégrales passant par l'origine. 
Les changements de varia blés que j'ai employés pour arriver à la forme ( 4 1 ) 
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permettent de considérer, à l'aide de cette équation, toutes les intégrales 
dans la région voisine de .r = o, y = o. 

32. Etudions les intégrales de l'équation (4')* Posons j^^ — -• 
L'équation devient 

A,, . . . , ^„, . . . , b, étant des développements procédant suivant les puis- 
sances de-^et s étant un nombre positif, qu'on peut de même qner sup- 

poser aussi grand que l'on veut. 

Je considère d'abord l'équation obtenue en ne prenant dans le second 
membre que le premier terme. On obtient ainsi 

(43) x = vt"e-', 

V étant une constante. Si a est une quantité réelle, il est bien évident que 
pour que x et y tendent simultanément vers zéro, il faut et il suf6t que la 
partie réelle de t croisse indéfiniment par valeurs positives. Si a est ima- 
ginaire de la forme (X-i- ip, il n'en est pins de même. On a 

( = p ( cos œ H- / sin 0) ) , x = w!"'"«p-P- (™^, g.\«<-*piogi^p.ia^) _ 

Pour des raisons analogues à celles exposées au paragraphe 9, il n'y 
a pas lieu, a priori^ de n'examiner que le cas où u> reste 6ni. Si co croît 
indéfiniment, :r et j peuvent tendre vers zéro sans que p ces w croisse indé- 
finiment par valeurs positives; nous obtiendrons ainsi une catégorie de 
caractéristiques tendant versl'oiigine ou voisines de l'origine. Cependant 
comme l'étude de ces caractéristiques présenterait déjà quelques difficultés 
pour l'équation réduite que je considère, et comme l'étude des caractéris- 
tiques analogues, pour l'équation complète, m'a paru peu abordable, dans 
tout ce qui suivra je ferai varier w dans les limites finies, telles que costo 
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reste positif, par exemple entre — -et -h -■ Gela revient à faire vflHer v à 
l'intérieur d'un secteur ayant l'origine poor sommet et un angle égal à — - 
En considérant Téquation réduite, on peut dire que x et y tendent 
vers zéro, si p croît indéfiniment et si l'on a — - < w, < w < to, < -, 
M, et (0, étant deux nombres fixes. Ces nombres doivent être difTérents 
de — - et -, si a, partie réelle de a, est positif; on peut les prendre égaux 
à et -j si a est négatif. 

L'argument de jy reste fini, puisque j varie, d'une façon d'ailleurs arbi- 
traire, à l'intérieur d'un secteur. Lorsque/ tend vers zéro, l'argument 
de X peut rester fini ou non, cela dépend de la loi suivant laquelle y tend 
vers zéro. 

Toutes tes intégrales x ( y) de V équation réduite h deux termes tendent 
donc, vers zéro avec, j, lorsque y reste compris à l'intérieur d'un secteur 
facile à déterminer. 

35. Ces conclusions vont s'étendre au cas général. Jeconsidèred'abord 
le cas où l'équation (40 admet l'intégrale j: = o ; on a alors è(/) ^ o. Si 
je fais le changement de variable défini par (4^)> f étant une nouvelle 
variable, j'obtiens 

(44) ^^=vWe-'b,{t)-\-vU-"'e-"b^{t)-\- ...-^\^*'ir-'e-"'b„^,{t)^. .. 

En prenant pour variable -y on met en évidence, pour ( croissant indéfini- 
ment dans les conditions indiquées, une infinité d'intégrales v[t) dont la 
limite pour t infini peut être choisie arbitrairement. C'est, avec des nota- 
tions différentes, le rai.sonnement de Bnot et Bouquet. 

Afin de pouvoir étudier le cas où b[t) n'est pas identiquement nul, je 
vais montrer que l'équation (44) admet une infinité d'Intégrales qui 
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peuvent se mettre sous la forme 

(/,5) ,. = cH-c'<p,(/)-i-(.-'9,(r)-4-...-i-c"-^*<p„+,(OH----» 

c étant une constante arbitraire, les (p étant des fonctions de t définies 
lorsque l'argument de t varie dans les conditions indiquées, et les ç tendant 
vers zéro, lorsque ï croît indéfiniment. On a 

ç;_^_(() = r'<'-"'^„^,i»H-«'"'^"''e""'"'"^„(0<pï(0+---. 

les termes non écrits s' obtenant en prenant les coefificients de c"*' dans 
les expressions obtenues en remplaçant v par sa valeur dans les divers 
termes de(45). On aura 

(âG) %,,{t)= - r f''e-'"b„^,{t)dt — y"/*ï'"-'"e-*''-'>'A„(0?.(0'^'- 

i variera à l'intérieur du secteur pour lequel ("e"' tend vers zéro, lorsque t 
croît indéfiniment. On lèverait toutes les objections que pourrait susciter 
l'emploi d'une limite infinie pour les intégrales, en définissant <f„{t) sur 
un rayon vecteur allant du point ( = o à l'infini, faisant varier ce rayon 
vecteur dans le secteur considéré et montrant enfin que l'on a défini 
ainsi une fonction analytique dans le secteur, ce qui se fait sans difficultés. 
C'est, du reste, en prenant la valeur de <p„^, le long d'un rayon vecteur, 
que nous allons chercher une limite supérieure du module de cette quantité. 
Posons ( ^ p(cosw H- isinoj) et laissons w constant, p variant. J'obtien- 
drai une quantité supérieure en module à cp„^, en remplaçant dans chaque 
intégrale t" et e~' par leurs modules; l>„^,{t), bjj), .. ,, par des quanti- 
tés — M, M étant supérieur en module à ces diverses quantités; en rem- 
plaçant dt par rfp ; la limite inférieure ( de l'intégrale par p ; les p, , p, , . . . , 
par des quantités supérieures en module et supprimant en6n le signe — 
devant chacune des intégrales. Montrons d'abord l'existence de M. Le dé- 
veloppement a, (j-) -I- xa^{y)-\-...-\-3i"~^a„{j) -+-..., qui entre dans (4 1) 
n'est pasen général convergent, queisque soient .T' et j; il est convergent, par 
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exemple, pour | x | < e, [ / 1 < ï). En prenant pour nouvelle variable e.r, ce 
qui ne change pas le rapport des termes mx(ï + «j") et j"*' dœ, on peut 
toujours supposer que e est égal à i . Dans ces conditions on obtient, 

pour le développement considéré, la fonction majorante pour 

a:\Kl, \x\<r,. 
Évaluons maintenant une limite supérieure de l'intégrale 



obtenue en remplaçant dans une des intégrales du second membre de (4^») 
t"", fi~"'y di ])ar leurs modules et faisant abstraction des facteurs b„(t) 
'^p{i). Soit « = a -h ip. 

Posons pour abréger u(z) ^ «"^"z^e"'"™". On a 



"(P)=/ nii"{z)i^v.osiù — -^dz. 



Donc, si l'on :i 

(4?) cosw — - > *, 

k étant une constante positive, l'intégrale considérée sera inféiieure 
à -Tt ' Si a est négatif, la condition (47) sera réalisée, quel que soit p, 
pourvu que cos(o, qui est positif, reste supérieur à un nombre positif h. 
Si a est positif, il faudra que l'on ait ces to > /t et p > /; /étant un nombre 
positif facile à déterminer une fois h choisi. Dans les deux cas il faut que 
le point d'aflixe t reste compris à l'intérieur d'un secteur limité par les 

droites w = h e', w = - — e', t' étant du reste aussi petit que l'on 

veut. 

Ceci posé, on voit que les divers termes de la fonction v définie par {4i) 
sont, en désignant par C le module de c, inférieurs aux termes correspon- 
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dantsdelii fonclion V définie par 

1 — V H k > 

Il en résulte que la fonction x:=vfe~' a des termes inférieurs en mo 
dule aux termes correspondants de la fonction X déBnie par 

I — X 

(NH-i)X»-(C«-4-i)X-hC« = o. 

Nous considérons celle des racines de cette équation qui se réduit à 
zéro pour « =: o ; elle est donnée par 

2(N-hi)X=:n-C« — v/i — 2Cw(i + aN)-t-C'u'. 

Elle peut être développée suivant les puissances de C//, pourCw inférieur 
à une limite facile à obtenir. Les développements donnant x et v seront 
convergents quelle que soit la constante c, pourvu que f soit suffisamment 
grand et situé à l'intérieur du secteur déjà défini. La quantité à laquelle le 
module de ( doit rester supérieur est inversement proporlionnelle à |C[. 
Nous avons fait la restriction costo >■ h; cette restriction peut être levée 
dans le cas où o, est négatif, et il suffit, alors, quecoso) reste positif. Je me 
contenterai d'énoncer ce résultat qui me parait de peu d'importance et que 
je ne pourrais établir sans quelques longueurs. 

Nous venons d'établir que le développement donnant l'expression de 
.t=-t"e~'v suivant les puissances d'une constante arbitraire c est con- 
vergent, si le module de cCe"' est inférieur à une certaine limite m. Pour 
une valeur déterminée de la constante c, les divers termes de x et, par 
suite, X tendront vei"s zéro lorsque fe'' tendra vers zéro, ( restant 
compris à l'intérieur d'un certain secteur. Remarquons que, dans les 
mçmes conditions, la dérivée de x par rapport à la constante c peut se 
mettre sous la forme 

g = r.-/(c,,), 
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f{c, t) étant fini et l'on peut prendre m' assez petit pour que cVe'' étant 
inférieur en module à m',/{c, t) soit aussi voisin que l'on veut de un. 
Cela résulte immédiatement de la forme trouvée pour la fonction majo- 
rante X. 

34. Étudions maintenant le cas où l'équation (4i) n'admet pas l'inté- 
grale x = o; b{t) n'est plus identiquement nul. Nous aurons une inté- 
grale de l'équation si, dans 

X =('*"(?"''= (;("c"'[i -l-ccpj(() + c*<p,(.()H- . . .], 

on considère c comme une fonction de t satisfaisant à l'équation 



(48) 



, b{l) 



Montrons que les valeurs initiales étant convenablement choisies cfe~' est 
une fonction de t qui tend vers zéro, lorsque t croît indéfiniment, dans le 
secteur considéré. D'après ce que nous avons vu sur la fonction majo- 
rante X, il en résultera que x tendra vers zéro. On a 

ct''e~'= f.f6~'-t- l"e" f r^-*'>e' ,,\ dt. 
J,, J{<^^n 

Le premier terme du second membre tendant vers zéro, considérons le 
second. Pour évaluer l'intégrale, nous pouvons remplacer l'arc de courbe 
suivant lequel s'effectue l'intégration et qui va deï,:= p,(cost()„+ isint«>^) 
à ;== p(costi) H- l'sinti)) par un arc de courbe de rayon p, et une portion 
de rayon. On voit ainsi, en désignant par u un nombre supérieur au mo- 
dule de ■■; . > que le second terme sera inférieur en module à 

,X-P™»ï"e-P" f e^z-*'*'>e''°"'dz-i-e-^'""-t''e-^" f" pl""'e^c^-'"'ttz\,' 

z désignant la variable d'intégration qui est réelle. Le second terme de 
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cette expression tend vers zéro. En raisonnant sur l'intégrale qui est dans 
le premier terme comme nous l'avons fait pour une intégrale (§ 33), on 
voit que ce terme est inférieur à 



/■ étant un nombre fixe. On voit qne ce terme tend vers zéro lorsque p 
croît indéfiniment. 

Leraisonnement que nous avons fait suppose que { c^^''{ reste inférieur 
à une certaine limite m'. Il en est bien ainsi. En effet, prenons la valeur 
initiale c^ assez petite et la valeur t^ assez grande; c-t'e'' commencera par 
être inférieur à m' et nous avons vu, dans ces conditions, que ct'é~' est 
une somme de ternies qui sont aussi petits que l'on veut pour ( suffi- 
samment grand. On en conclurait, sans peine, que ci"e~' ne peut devenir 
supérieur à m'. Nous avons donc une infinité de caractéristiques x[t) de 
l'équation (42) qui tendent vers zéro lorsque ( s'éloigne indéfiniment de 
l'origine, en restant à l'intérieur d'un secteur pour lequel, en désignant 
par a> l'argument de ^, costo reste supérieur à un nombre positif h, que 
l'on peut d'ailleurs prendre aussi petit que l'on veut. 

On en conclut immédiatement, puisqu'on ay'"= — 7' que V équa- 
tion {40 admet une infinité de caractéristiques x( y) qui tendent vers zéro, 
lorsque y tend 'vers zéro, d'une façon arbitraire en restant à l'intérieur 
d'un secteur, pour lequel, en désignant par 9 l'argument de y, cos/nô 
reste inférieur à un nojnbre négatif • — A, h étant d'ailleurs aussi petit que 
L'on veut. 

Nous avons de plus signalé, paragraphe 31 , / 'existence d 'une infinité 
de cariictéristiques pour lesquelles x tend vers zéro, lorsque y tend vers 
zéro de telle nuinière que cosmO tende veri zéro. 

Nous concluons encore, de ce qui précède, que si les valeurs initiales, 
'^'b' fe d'une caractéristique sont suffisamment petites et si j>', ainsi que j" 
sont les affixes de points tels qut- d étant l'argument d'une de ces quan* 
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tités, cosmô reste inférieur à — /(, .r reste aussi petit que l'on veut pourvu 
que y reste sufHsaniment petit. 

35. On retrouve une partie de ces résultats, par la méthode suivante 
que je vais indiquer brièvement. Considérons l'équation (4'''') et posons 

(;= p(cosw H- /'sinw), .r= re^^ 

Ff p, 9, td étant des variables réelles. L'équation devient 

(49) ^/r-t-iVrfÔH- [re'"'-\-r{A-+- Bi) -i- p"'(C-l- Ui)\(dp -\- iç) citù) = o, 

A, B, C, D étant des fonctions réelles des variables, fonctions que nous 
pourrons supposer aussi petites que l'on voudra, à condition que r et- 
soient suffisamment petits. En considérant l'intégrale x{y) dont les 
valeurs initiales sont r, , p, , ô, , to, , on peut, pour étudier ta valeur qu'elle 
prend pour une certaine valeur de (, faire varier d'abord w à partir de ui^ 
en laissant p constant; laisser ensuite to constant et faire varier p. On 
montre sans peine que si l'on prend la diflerence u — to, finie (nous 
prendrons | w — (d„ | < tc) le module de r reste très petit, si r„ et — sont 
suffisamment petits lorsque (o varie. U reste à montrer qu'il en est de 
même lorsque co est constant et que p varie. En égalant à zéro la partie 
réelle de (49) on obtient 

^ =: — r(cosa)4- A) — p~'C. 

Comparons r à la fonction z(p) définie par 

'•"(=-*p-'j = '-. 

où c est une constante arbitraire et A et k des constantes que nous allons 
déterminer. Cette fonction :(p) satisfait à l'équation 



^=-A=-t-Mr(,_.i-^ 



*?/ 
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Or, si nous prenons h et k tels que Ton ait 
(5o) costi) + A > A > o, 

(5i) AA(i-;^)-t-C>o, 

la dérivée -— j—^ sera positive tant que z sera supérieur à r. Il en résulte 
qu'en prenant des valeurs initiales z«,r, telles que z^ — r, soit positif, 
/' restera inférieur h z, tant que les conditions (5o) et (5i) seront satis- 
faites. Pour satisfaire à (5o) on peut supposer que costo reste supérieur à 
un nombre positif, qu'on peut prendre aussi petit que l'on veut, on prend 
ensuite r et -assez petits pour que cosw -f- A reste supérieure un nombre 
positif /t et que k étant choisi arbitrairement l'inégalité (5i) soit satisfaite. 
On voit immédiatement que z reste aussi petit que l'on veut, lorsque 
- reste suffisamment petit; z tend vers zéro, lorsque p croît indéfiniment. 
Il en est donc de même pour r. 

3jS. On peut citer, comme exemple d'équation différentielle du type 
que nous considérons, l'équation 

j» dx = \x{ i -h ax) H- u,-""'"' j''-t- x"""7^' (a -+- — )] «fr 
dont l'intégrale est 



.V-." 



c ^f""*P=ce 'y. 



On voit que, quelle que soit la constantes, ^ tend vers zéro lorsque^j' tend 
vers zéro, sa partie réelle étant positive et l'argument ta àey tel que cosco 
ne tende pas vers zéro. Si la piirtie réelle de a est positive, cosw peut 
tendre vers zéro. Dans tous IfS autres cas, si w ne croît pas indéfiniment, 
X ne tend pas vers zéro. Plus généralement, on peut considérer l'équa- 
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lion : 

(5a) j''*'dr=[x{i-har')-\-af/{r)]df, 

y étant soit un polynôme en j, soit une fonction holomorphe pour / = o. 

On pourrait même prendre pour J" un développement contenant des 
puissances fractionnaires de y, la plupart des propriétés démontrées 
seraient encore vraies. 

Examinons le cas particulier où n =: o et m = i . On obtient l'intégrale 
générale 
(53) x = ce~'y-he"'y-^ J ^f'VirMY- 

On vérifie facilement les propriétés énoncées pour l'équation générale. 

Nous pouvons remarquer, en supposant que l'argument àey ne croisse 
pas indéfiniment, que le second terme du deuxième membre-de (53) peut 

se mettre sous la forme <p(j) — c^e ^y\ c„ étant une constante et (p(j') 
tendant vers zéro, de quelque façon que y tende vers zéro. Cette démons- 
tration se fait par les procédés que nous avons déjà employés pour éva- 
luer une limite supérieure du module d'une intégrale. Il en résulte que, 
si l'on ne donne pas à c la valeur c„, x croîtra indéfiniment lorsque y tend 
vers zéro, sa partie réelle étant négative. Si l'on donne à r la valeur c,, 
X tendra vers zéro de quelque façon que y tende vers zéro. On aura ainsi 
une intégrale pour laquelle ^'= o ne sera pas un point essentiel. Cette 
intégrale coïncide avec l'intégrale botomorplie .i'(/) lorsque celle ci 
existe. Pour toutes les autres intégrales, ^ = o est un point essentiel. 

Il serait facile de donner des formes particulières Aefiy) telles que 
l'intégrale de (62) s'obtienne en termes ne comportant plus de quadra- 
tures, mais cela revient, en somme, à considérer a priori des fonc- 
tions x[y) satisfaisant à une équation différentielle de la forme (59,). 

Ainsi, on peut prendre l'équation à laquelle satisfait, quel que soit c^ ■ 

x = ce 'y-\-g{y), g{o) = o. 
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DEUXIEME PARTIE. 



ESSAI D'ÉTUDE DES INTÉGRALES DUNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DANS LE VOISINAGE DE CONDITIONS INITULES SINGULIÈRES. 



I. — RecJiercfic d'une catégorie d'intégrales. 
57, Étant donnée l'équation 

(i) Y(ar,_r)rfr H- X(x, j)(ir =: o, 

où X et Y sont des fonctions holomorphes et nulles pour x =^ y =:o, 
j'appellerai intégrale régulière passant par l'origine, une intégrale telle 
que x et j* tendent simultanément vers zéro et qu'en même temps le rap- 
port -■—) [JL étant un nombre positif arbitraire, tende vers ime limite finie 
ou infinie. Il peut, en effet, exister des intégrales telles que, pour une cer- 
taine valeur de ,u., -^ ne tende vers aucune limite. Nous pourrions con- 
sidérer de même les caractéristiques régulières. Mais, dans cette seconde 
Partie, pour simplifier le langage, nous emploierons souvent le mot inté- 
grale avec le sens que nous attachions au mot caractéristUjue dans la 
première Partie. 

Pour rechercher les Intégrales régulières, je me servirai des notions 
qui suiveut, employées par M. Autonne dans la recherche des intégrales 
algébroldes, notions qui sont pour la plupart employées dans l'étude des 
fonctions algébriques et qu'il m'a paru utile de compléter sur certains 
points. Nous avons 

x = >:a.x-'— /^ v = SBxV', 

^ et s désignant des sommes de termes analogues au terme écrit. 

Remplaçons dans le premier membre de {i) dx par .r et dy car y, on a 

i:Aa;VH-SBa.V. 
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La valeur minimum de la somme et. + ^ dans les divers termes de S et 
de S sera désignée par « -i- i ( ' ). 

Polygone figuratif. — Je considère deux axes de coordonnées Oa 
et op. Pour fixer les idées, Op sera dirigé vers la droite etOo. perpen- 
diculaire à Op et dirigé vers le haut de la feuille. Le point d'abscisse p el 
d'ordonnée «.sera à\t point figuratif A' \\\\ terme j^j^ provenant soit de i^ 
soit de S. Pour chaque valeur de o,, je ne considérerai parmi les termes 
de S et -de S que le terme jd^y^ où P prend la plus petite valeur; te terme 
peut se trouver d'ailleurs simultanément dans S et dans S. De même pour 
chaque valeur de P, je ne considérerai que le terme .v^y^ où a prend la 
plus petite valeur. J'aurai ainsi un nombre de points figuratifs au plus égal 
à rt H- 1 . 

II est facile de trouver une ligne polygonale convexe ayant pour som- 
mets quelques-uns de ces points, terminée par deux parallèles aux axes, et 
telle que les points figuratifs des termes considérés et a fortiori ceux des 
autres termes soient au-dessus de cette ligne. Cette ligne sera le polygone 
figuratif. 

Ordre du point singulier. — L'ordonnée du point le plus bas du poly- 
gone sera o ou i . Si elle était égale à 2, tous les termes de SBx",)'^ et de 
"Zh-x'y^ contiendraient x^ en facteur, X et Y seraient divisibles par x. 
Cette ordonnée minimum est égale à i sil'équation admet l'intégrale jr^o. 
L'abscisse P du sommet le plus bas du polygone sera appelée ordre en y 
de réquation. En considérant de même le point d'abscisse minimum du 
polygone, l'ordonnée a. de ce sommet sera l'ordre en x. Si l'on efléctue 
un changement linéaire de variables, l'ordre en x et l'ordre en y peuvent 
changer. La plus petite des valeurs que puissent prendre ces ordres sera 
l'ordre d^u point singulier. 

Les cas examinés dans la première Partie sont les seuls cas d'équations 
présentant un point singulier du premier ordre. 

(') Les dénoinînalions At polygone figuratif , droite figurative, équation transformée, 
équation indicatrice, ont été employées par M. Aulonne dans le Mémoire déjà cité {Journ. 
Éc. Poîytech., 1897). 
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Droite figurative . — J'appellerai droite de pente [i., une droite de coef 
ficient iingulaire — ;jl, <jii plan ^Oa. 

f..a droite de pente p. qui laisse au-dessus d'elle tous les points figura- 
tifs et contient, au moins, un sommet du polygone figuratif sera dite 
droite figurative de pente [x; Si un point tiguratif a, P est fourni à la fois 
par un terme Ax^j^ de ^ et un terme B.i"j^ de S, la droite passant par 
ce point et dont la pente u. satisfait à la condition 

fi. B -h A = o 

sera dite la tangente au point a, ^. Cette tangente sera parallèle à Ocx. si 
l'on a B ^o. 

Équation transformée. — Remplaçons dans l'équation (i) y par va^, 
^ étant une constante, v une nouvelle variable, on obtient l'équation sui- 
vante qui sera appelée équation transformée : 

(a) xdvShx^^^'^i'^- H- dv^ll.h -+- A)x"^'^vP=; o. 

La puissance de x qui est en facteur dans le premier membre s'ob- 
tiendra en cherchant la valeur minimum de ce + [Sft.. Cette quantité est 
l'ordonnée a l'origine d'une droite ft passant parle point a, [3. Pour avoir 
la valeur minimum de a + pfx., il suffira de trouver par quels points du 
polygone figuratif passe une droite de penie ,u. laissant au-dessus d'elle le 
polygone figuratif. Cette droite, facile à obtenir graphiquement, est la 
droite figurative de pente fi. Soit m son ordotuiée à l'origine. En divi- 
sant par a^", l'équation (a) devient 

(3) x[Ï.Bv^'-hJ^P{j:,v)]dv-h[ï.(ix\i-i-Ay-{~j/'G(x,v)]dx = o; 

les deux signes S ne s'étendent plus qu'aux termes ne contenant plus x 
et qui proviennent des teimes dont les points figuratifs sont sur la droite 
figurative de pente u.. h et k sont des nombres positifs. F et G des fonc- 
tions holomorphes pour x j=: o, v=o. 

58. Classification des intégrales régulières. — Étant donnée- une 
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intégrale régulière ,y(x), cinq cas différents peuvent se présenter : 

i" Quel que soit u., ^ tend vers zéro. L'intégrale sera dite d'ordre 
infini; 

a" Quel que soit le nombre positif fi, ^ croît indéfiniment. L'intégrale 
sera d'ordre nul; 

3° Pour une valeur de u, ^ tend vers une limite finie et difl'érente 
de zéro. L'intégrale sera d'ordre fini \l; 

4" Pour une valeur de u., ~ tend vers zéro, mais croît indéBniment 
pour toutes les valeurs supérieures de ja. L'intégrale sera dite intégrale 
d'ordre excédant ,a. En posant jy = vx^, l'équation transformée admettra 
une intégrale d'ordre nul. 

5* Pour une valeur de u., ^ croît indéfiniment, mais tend vers zéro 

'' ' xV- ' 

pour toutes les valeurs inférieures. L'intégrale sera dite d'ordre défi- 
cient p.. L'équation transformée admettra une intégrale d'ordre inBni. Kn 
permutant le rôle joué [>ar x et par y nous ramènerons l'étude d'une 
intégrale y{x)y d'ordre déficient, à celle d'une intégrale xi^j) d'ordre 
excédant. 

59. Intégrales d'ordre infini. — S'il y a des intégrales d'ordre infini, 
quelque grand que soit u., l'équation transformée par la substitution 
y =: vj^ aura des intégrales v[x) tendant vers zéro avec x. Cherchons la 
condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi. 

1° Supposons que l'équation donnée n'admette pas l'intégrale j= o, 
elle pourra s'écrire 

[a.c^^x'^f[x)~ry^{x,x)\dy 

H- [bjf-\-jf^g{x) -\-yG{x, y)] dx = o, 

h n'étant pai» nal. Formons l'équation transformée en prenant ti entier et 
supérie'jr à la pente des divers côtés du polygone figuratif. 

!'.( droite figurative de pente [i. ne passera que par le sommet [3 = o, 
a =:(/+! fourni par le terme éx'*', provenant de- la partie conte- 
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nant dx. L'équation Iransformée prend la forme 

(4) x^''^' [axP-^- x^^fix) -+- vx^¥{x, v)] rfi- -h [è -h .-t*G(j;, c)] dx = o, 

le coefficient de dv contenant certainement en facteur une puissance posi- 
tive de X. Pour simplitier les notations, je désigne par h et k des nombres 
positifs que j'emploie en exposant et qui n'auront pas nécessairement 
dans une formule les mêmes valeurs que dans les formules précédentes. De 
inême,_/'{a:), g'(-c)» F(-'c,,T"), G(ir,j) seront des symboles désignant une 
fonction liolomorphe, dans le voisinage des valeurs* zéro des variables, le 
même symbole pouvant dans deux formules consécutives désigner deux 
fonctions différentes. 

Si nous considérons l'équation (4) nous voyons que cette équation 
n'admet pas d'intégrale v{x) tendant vers zéro avec x. Pour qn'il y ait 
des intégrales d'ordre infini , il faut que l'équation admette l'intégrale j = o. 
Cette intégrale, j= o, étant «l'ordre infini, on peut dire que la condition 
est suffisante. Il peut être intéressant de se demander s'il y a d'autres inté- 
grales d'ordre infini. Bien qne je n'obtienne pas de résultats généraux, je 
vais passer en revue les cas qui peuvent se présenter. L'équation donnée 
peut s'écrire 

\ax- -h x^^'fix) H- j F(i% j)] dy 

-\-y^[bx* -\- af** g{x) -\- yG{.r,y)]dx = Oy 

a et h n'étant pas nuls. u. étant supérieur à la pente des divers côtés du 
polygone figuratif, le sommet par lequel passe la droite figurative de 
pente fJi. est fourni par le terme ax''y, à moins que l'on ait 7^1 et 
^ > r H- I , auquel cas ce sommet est fourni par le terme bjf*^y. 

Distinguons trois cas : 

1" On n'a pas à la fois q= 1 eip'tr -^ i ; réquatio^Ttrîrîîs^Qrniée peut 
s'écrire >v 

(5) .r[«H-x*F(.r, v)\dv-\- v[<J.a-\- J*(i{x,v)]dx= o; \ 

\ 

Digilized by CjOOQ IC 
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2° On il . 

q = 1 et ^ = /• + 1 . 

On il pour équation transformée 

(6) x[a + ic*F(x, i')]rfi'H-v[u,ftH- b-^~af'G{^x,v)\dx=o, 
3" On a 

q^l et />>r-t-i ou /7 = r-t-i-+-j. 

On obtient 

{ 7 ) . jt'*' fa + x*F(a:, i-)] rft- h- c [^7 + x* G (.r, f )] (ix = o. 

y" Dans le premier cas en prenant u. entier et aussi grand que l'on 
veut, on obtient une équation pour laquelle .r = o, v =: o sera, en gé- 
néral, un foyer; nous avons vu qu'il y a une infinité de caractéristiques 
pour lesquelles v tend vers zéro avec x. En laissant de côté le cas où l'on 
aurait un centre, on peut donc dire qu'il y a de» intégrales d'ordre supé- 
rieur à n'importe quel nombre ,u., mais cela ne prouve pas l'existence 
d'intégrales d'ordre infini. Je ne puis affirmer cette existence, bien que, 
pour les exemples cités à propos des foyers, ces intégrales existent. 

2° Dans le second cas, si le rapport ^ , c'est-à-dire -est imaginaire, 

on montre sans peine que les caractéristiques d'ordre infini existent. Elles 
sont obtenues, bien entendu, eh faisant croître indéfiniment l'argument 

de X, et cela suivant une loi convenable. Si le rapport ^ est réel, on 

doit le supposer positif puisque u. prend des valeurs aussi grandes que l'on 

veut. On est dans le cas d'un col si - est irrationnel, d'un foyer ou d'un 

centre si - est rationnel. Dans le cas d'un foyer, les conclusions de i" 

sont valables. Si l'on a un col nous ne pouvons affirmer ou nier l'exis- 
tence d'intégrales de (6) et à plus forte raison nous prononcer sur les 
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intégrales d'ordre infini. Si cependant on peut, pour Téquation (6), éta- 
blir l'existence d'un développement 

x'^-^v" H (x, v) = const. 

fournissant l'intégrale générale, fait qui se produira dans le cas d'un 
centre, il n'y a pas d'intégrale de (6) tendant vers zéro avec x, par 
suite, pas d'intégrale d'ordre infini. 

3° Nous avons étudié une équation de la forme (7). Il résulte de cette 
étude que l'équation en v admet, pour a; tendant vers zéro à l'intérieur 
d'un certain secteur, une infinité d'intégrales d'ordre infini. 

i,e seul cas générai où nous puissions affirmer l'existence d'une infinité 
d'intégrales d'ordre infini est 3°. On peut dire (Yi\ il y aune infinité d'inté- 
grales d'ordre infi/ii, six coejj^cient de dx contient y en facteur et non y* , 
et si de plus l'ordre en x de y Y est supérieur à l'ordre en x de x\^ ou., 
ce qui revient au même, si le point le plus haut du polygo/ie figuratif est 
fourni par un terme de y Y et non par un terme de x\. 

40. Intégrales d'ordre nul. — En permutant le rôle de x et de y, 
nous aurons une discussion analogue à celle qui vient d'être faite. Pour 
qu'il existe des intégrales d'ordre nul. il faut que l'équation donnée ad- 
mette l'intégrale x ^ o. // existera une infinité d' intégrales d'ordre nul 
si Y contient x en facteur et non .i-', et si le point le plus à droite du poly- 
gone figuratif est fourni par un terme de xX et non par un terme de yY, 

41. Intégrales d'ordre fini. — Cherchons s'il y a des intégrales, d'un 
ordre déterminé u.. Deux cas peuvent se présenter, suivant que la droite 
figurative de pente [/. ne contient qu'un sommet du polygone figuratif ou 
bien coïncide avec un côté. Examinons successivement les deux cas : 

Intégrales fournies par une droite figurative ne passant 
que par un sommet. 

Soient afi les coordonnées du sommet considéré. L'équation trans- 
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formée (3) prend la forme 

(8) a;[Bc^'-f-^F.(x,i')].^+[(;jLBH-A)cfH-.r*G.(a:,^)]r/.r=o. 

F, et G, sont des fonctions hoiomorphes de f, mais contiennent, en 
même temps que des puissances de Xy des pnissances de x", v étant égal 
soit à j/. — 1 soit à I — fi, suivant que l'une ou l'autre de ces quantités est 
positive; k et h peuvent être inférieurs à un. 

Si l'on a u.pH-A:^o, l'équation considérée n'admet pas d'inté- 
gralef(,r) tendant, poura; = o, vers une limîtefinie et différente dezéro. 
II n'y a pas d'intégrales d'ordre fi. Il ne peut y avoir que des intégrales 
d'ordre excédant tx, ou des intégrales d'ordre déficient. L'étude de ces 
intégrales, même dans le cas où (/.est rationnel, ne me semble guère 
abordable. 

Si l'on a U.B -i- A = o, on peut remarquer que l'on aura li ^ o. En 
posant X = z'" on pourra toujours prendre m assez grand pour que z*'" 
soit supérieur à un. On pourra diviser les deux membres de (8) par z" et 
l'on aura 

[B,.P-' -I- F, (z, v)] dv -h G. (z, v) dz = o. 

F, et G, sont des fonctions hoiomorphes de c, z, et z"", nulles pour 3 = 0. 

Prenant arbitrairement c^, on aura une intégrale qui, lorsque x tend 
vers zéro, tendra vers r, ('). Nous pouvons remarquer que cette équa- 
tion n'admet pas d'intégrales d'ordre nul, car elle n'admet pas l'inté- 
grale_.r = o. Il n'y a donc pas d'intégrale d'ordre excédant (a. En 
changeant le rôle de x et de y on montrerait qu'il n'y a pas non plus 
d'intégrale d'ordre déficient [x. 

jpour qu" il jr ait des intégrales d' ordre u., [t. n'étant h pente d'aucun coté 
du poljrgoney il faut et il suffit que la droite figurative de pente fi coïn- 
cide avec la tangente en un sommet du polygone figuratif. Il y a alors 



(') On déiDOnlre racilement qu'on peul obtenir c, sous forme d'un dé veloppeiuenl, suivant 
les puissances de x, de x" et d'une constante arbitraire f,. 
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une infinité d'intégrales tT ordre [i; elles sont algébroïdes si jx est ra- 
tionnel. 

On peut encore énoncer le théorèniesous la forme suivante : Silatan- 
gente en un sommet du polygone figuratif est tout entière au-dessous de 
cepolygone, en désignant par ix la pente de cette tangente^ on aura, une 
infinité d' intégrales d'ordre jj.. 

Ces intégrales sont algébroïdes si fi. est rationnel ; mais elles pourront 
être de degré >x irrationnel à la différence des intégrales que nous allons 
étudier. 

42. Intégrales fi)ur nies par un coté du polygone figuratif. Je désigne 
para.j, p^et ol^^,, fi,^., le^i coordonnées des deux extrémités du côté; oty fij 
seront les coordonnées d'un point Bguratif situé sur le côté. On a par 
hvpothèse 

(9) iy.i^\J.[i,= ':Lj'\-[i.'^j = . . . =a,.^, -h fxji,.^,. 

On en conclulqueii. est rationnel, |x = -- L'écpiation transformée peut 
s'écrire 

.r[B,i'3,~'+i:B/r'-f-lî,,.i'3.^.-'4-.i*F,f,.i}Jrfc-H[v^.?(i^)+x*C(j:,c;]rte=o. 

En posant 

(9') ç(('} = A,-halt,+ :^(A^-hîAB,.)''^'"^' + (A,v.H-IJ^B,-..)''^-"^'- ■ 

Des égalités (9) on déduit sans peine qiieles différences ^j — ^,-; 
fif^, — P^ sont des multiples de^; ç (f) ne contient que c'. 

La limite vers laquelle tendra, lorsque x tend vers séro, une inté- 
gralef(a;) d'ordre ;x devra satisfaire à l'équation ç(i^) ::=o. J'appellerai, 
avec M. Autonne, celte équation, équation indicatrice. Soit a, une racine 
de celte équation; en posant 

Xs^xJ", J= («, -i-y^'-jx^, l':=a, H-J, , 
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on obtient nne équation qu'on peut encore appeler équation transformée. 
Si a, est une racine simple de l'indicatrice, l'équation transformée peut 



X, X, (.r, , r, ■> ''/.ri -t- \y.yt +tî f{y, ) + ^. F(^( iTr )] ^■^. = «^ 

V étant une constante; nous obtenons une équation ayant un point singu- 
lier du premier ordre. 

Sia, estune racine multiple d'ordre n, de l'indicatrice, l'équation trans- 
formée sera 

(lo) ^, X,(tV,r,)i'j, H- [X'H-y,'''^'./(j,) -^ T^ ,^ {^ i>y ,)\<^^ , =o- 

Si l'on a X, (0,0) :^o nous obtiendrons encore une équation ayant un 
point singulier du premier ordre et l'équation pourra s'écrire 

^. ^r, -»- [vr:'+7r'/(r j -f- X, F (x, ,r, )] '/■^. = o- 

Dans les autres cas, on aura un point singulier d'ordre supérieur à un. 
Remarquons encore que l'ordre enj, de X,(jr,, y,) peut être supérieur. 
ou inférieur à /j,. Sî cet ordre est inférieur à n, nous devons remarquer 
que l'équation en x, et j-, admet une infinité d'intégrales d'ordre nul 
(g 39). Si l'équation transformée a un point singulier d'ordre supé- 
rieur à un, nous opérons sur elle comme sur l'équation en x et en ^. 
Nous cherclierons les intégrales régulières de cette nouvelle équation. 
Nous chercherons particulièrement les intégrales régulières d'ordre (x et 
nous ne nous occuperons des intégrales d'ordre infini ou d'ordre nul, des 
intégrales excédantes ou déficientes, qu'autant qu'elles se présenteront à 
nous d'après les remarques déjà faites. Si une racine multiple d'une nou- 
velle indicatrice nous fournit une nouvelle équation transformée, ayant 
. un point singulier d'ordre supérieur à un, nous opérerons encore sur la 
nouvelle équation comme sur l'équation primitive. On sait qu'on ^nira 
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ainsi par obtenir des équations ayant unpoint singulier du premier ordre; 
nous Hémontrerons du reste ce fait. Dans cette suite de transformations 
nous serons obligé de renoncer à la recherche des intégrales de ( i ) qui ne 
fourniraient pas des intégrales régulières des équations transformées 
intermédiaires. Nous serons même, dans beaucoup de cas, obligé de 
renoncer à la recherche des intégrales qui ne fourniraient pas des inté- 
grales régulières d'ordre fini des diverses équations intermédiaires. Nous 
pouvons dire : Par ces transformations nous obtenons toutes les inté- 
grales régulières (V ordre fini qui fournissent des intégrales régulières 
d'ordre fini des diverses équations transformées , que nous employons dans 
leur recherche. Les intégrales algébroîdes de l'équation donnée font partie 
de cette catégorie d'intégrales régulières. Nous obtiendrons donc, comme 
cas particulier de cette recherche, les intégrales algébroîdes. 

45. Avant démontrer que la réduction au premier ordre peut toujours 

s'efleciuer, et d'examinei- ensuite diverses catégories d'intégrales d'ordre 
fini qu'on obtient, je vais examiner diverses particularités qui peuvent se 
présenter. 

L'indicatrice i^[v) = o, (g'), admet fi,^, — p,- racines égales ou iné- 
gales, mais non nulles en général. Il y a exception si Von a A^-j- ^ulB, =0, 
c est-à-dire si la tangente au sommet 0,^,^^, extrémité supérieure du côté 
considéré du polygone, coïncide avec ce côté. S'il en est ainsi l'équation 
transformée en p et x peut s'écrire, B^ n'étant pas nul 

x[)^iV^r' ~{~ v^.f{v)-^ x^?{x,i')\dv ^[v'*hg[v)-^ .iJ'C{x,v)]dx ^ o. 

On peut supposer que dans cette équation, on a. remplacé x par it^ de 
manièie à éviter les puissances fractionnaires. On voit, d'après la remarque 
faite à propos des intégrales d'ordre nul (§10), que cette équation 
admet une infinité d'intégrales v{x) tendant vers zéro avec x et d'ordre 
nui. L'équation primitive admettra une infinité d' intégrales d'ordre excé- 
dant \L. De même si la tangente à l'extrémité inférieure du côté considéré . 
coïncide avec ce côté, l'équation admet une infinité d intégrales d'ordre 
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déficient u,. Pour le démontrer, il suffit de permuter le rôle de x et de j 
et de s'appuyer sur le résultar précédent. 

Un autre cas plus particulier est celui où cp (c) est identiquement nul. 

On voit en remplaçant x par af de manière à éviter les exposants frac- 
tionnaires qu'on obtient l'équation 

(il) . [ÏBc^' + x¥{x, v)] dv H- G(x, v)dx = o. 

S s'étend à tous les termes dont les points figuratifs sontsur le côté consi- 
déré du polygone et ce S n'est pas identiquement nul, car, tp (f) étant 
identiquement nul, si tous les B étaient nuls, tous les A seraient aussi 
nuls. 

L'équation (ii) admet une infinité d'intégrales liolomorphes tendant 
vers une valeur arbitraire f, lorsque x tend vei's zéro. Ceci à condition 
toutefois qu'on n'ait pas SBi'^"' =o, et 0(o.Vo)^o. L'étude des inté- 
grales tendant vers ces valeurs exceptionnelles revient à l'étude de. points 
singuliers d'équations différentielles. 

Ce qui vient d'être dit pour un côté du polygone est vrai pour les côtés 
extrêmes. Mentionnons cependant les particularités qui peuvent se pré- 
senter pour le côté supérieur. Si/ n'est pas en facteur dans X, l'expres- 
sion xX et_>'Y, dont les termes nous ont fourni les points figuratifs, con- 
tiendra un terme oii x entre seul. L'extrémité supérieure du polygone 
aura pour coordonnées ^e= o, a,= n ; on aura B, ^ o et A, ^ o ; on ne 
pourra avoir A^-|- fx.B^^ o.' Il ne pourra y avoir une infinité d'inté- 
grales algébroides comme dans le cas précédent. Le degré de l'indica- 
trice relative à ce côté ne s'abaisse pas. Si y est en facteur dans X, 
l'extréhiité supérieure du polygone sera p^=i,a^:=/i — i. L'équation 
transformée peut s'écrire 

x[B,-f- */"((-) H-xF(x, f)] f^c -h f [A,-i- fx.B„-h i'g-(i') + 3'G(x, c)] = o. 

• A. et B, ne sont pas nuls simultanément. On a donc une équation à 
point singulier du premier ordre, tout à fait analogue à l'équation (3) ou 
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à (5) (premièrePartie).Cetteéquation peut, outre l'intégrale _r=o, fournir 
soit des intégrales d'ordre excédant, soit des intégrales d'ordre infini, soit 
encore des intégrales d'ordre fini si la tangente au sommet extrême du 
polygone laisse celui-ci au-dessus d'elle. 

. Des remarques analogues valent pour le côté inférieur du polygone. Si 
l'équation primitive n'admet pas l'intégrale x = o, l'indicatrice relative à 
ce côté n'a pas de racines infinies. Si l'équation primitive admet l'inté- 
grale x^o, en posant a:=r"t', ou mieux .r = y^^x, Y=y'', on obtient 
une équation soit de la forme (3), soit de la forme (5). Elle fournit soit 
des intégrales déficientes, soit des intégrales d'ordre nul, soit des inté- 
grales d'ordre inférieur à ^ toujours pour l'équation primitive. 
On peut donc conclure : 

i" Si l'équation indicatrice relative a un côté de pente [i. du polygone 
figuratif a un nombre de racines finies et non nulles, inférieur à la dif~ 
férence des abscisses de. ses deux extrémités, ou, ce qui revient au 
même, si les tangentes à l'une ou à l'antre des extrémités du côté 
coïncident avec ce côté, sans qu'il en soit de même des tangentes aux 
autres points figuratifs situés sur le côté, l'équation a une infinité d'in- 
tégrales, d'ordre excédant si la tangenteà l' extrémité supérieure coincide 
avec le côté, d'ordre déficient si c'est la tangente à l'extrémité inférieure 
qui coïncide avec le côté. Les deux circonstances peuvent se produire 
simultanément. 

a" Si l'équation indicatrice est une itlentité, c'est-à-dire si les tangentes 
aux divers points figuratifs situés sur le côté de pente u. coïncident toutes 
avec ce côté, l'équation (i) a une infinité d'intégrales algébroïdes 
d'ordre [Jl. 

44. ÎMontrons que, en opérant sur les équations transformées succes- 
sives comme nous avons opéré sur l'équation primitive, on arrivera à un 
point singulier du premier ordre. Eu se reportant à l'équation (io),on 
voit que, à une racine multiple d'ordre «, d'une indicatrice, correspond 
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une équation qui a un point singulier au plus d'ordre n,. D'autre part, la 
somme des degrés des diverses indicatrices relatives aux divers côtés du 
polygone est au plus égale à l'ordre en/ de l'équation. En effet, désignons 
par p, , [3 ,,.,., p,., [i,-^, , . . . , P^ les abscisses des divers sommets du polygone 
figuratif. L'indicatrice relative au côté fi,-, p,.^, étant de degré au plus égal 
à Pf^, — P,-, la somme des degrés sera an plus B^ — P, ; c'est-à-dire au 
pluspj. Enfin 'J. := "désignant la pente d'un côté, l'indicatrice ne contient 
(pie f' et ne saurait avoir toutes ses racines égales que si l'on a q = i. On 
conclut de là que le degré des points singuliers des équations successives 
ira en s'abaissant, à moins que, dans les changements de variables succes- 
sifs [x = .r', / ^=^.tC(« H-,?', )|, on ne finisse par avoir toujours <^i^i.ie 
dis que, même s'il en est ainsi, on finira par obtenir un point singulier du 
premier ordre. Nous pourrons supposer pour la démonstration que c'est 
à partir de l'équation primitive que l'on a q = i et que l'on peut conserver 
la variable x. Les changements de variables successifs que l'on fait surj,, 
y,, ... reviennent alors à un changement de la forme 

7— <■/,.£'*.+ rtjj;''. -h. . .-{-a,„x'"-t-x'"ti. 

Nous pouvons ramener ce changement aux deux changements suc- 
cessifs 

y^ <^{x) -h s, z^ ux'". ■ 

Eflectuons le premier changement; on a 

Yf..,.p(x)+!:]rf= + |X[.t,9(,r) + =]?'(x) + X[.r.ï(^.)-H=]l</.'.-=<'- 

On montrera, en raisonnant comme dans un cas analogue (^50), et 
supposant (pie X(x,_)*) et Y(a;, j) n'aient pas de facteur conmiun, que, de 
quelque façon qu'on détermine les termes successifs de ^{x) en nombre 
illimité, tordre de l'une des quantités 

Y[a:, tpfx,j)] ou 9'(x)Y[ir, (p(a:)]-i-X[x,(p(x)] 

finit par rester constant. 



y Google 



88 



H. DUI.AC. 



Je dis que, dans les changements de variables que nous effectuons, 
l'ordre de 

T'{xiy[a;,îM] + X[^,<p(a:)] 

ne peut rester constant. 

En effet, soit h l'ordre de Y[:r, ç{.r)] et soit k l'ordre de l'autre quan- 
tité; m pouvant être pris aussi grand que l'on veut, on voit que l'équation 
en ^ et u se met sous la forme 

^ ;.(■'"-*-* A (a;, u) (lu ->r [B -|-xB(a:, u)] (h \ = o. 

Après avoir divisé par x*, on obtient une équation qui n'a plus de point 
singulier, ce qui ne peut être puisque tes équations transformées succes- 
sives admettent toutes pour valeurs singulières les valeurs nulles des deux 
variables. 

Donc, m croissant indéfiniment, h tinira par rester constant, k deviendra 
aussi grand qu'on voudra. L'équation en u et a: pourra s'écrire 

x''*'" h.{x , u) du -f- \j(^J{ii) -\-J^*'^{x,u)\dx^ o, 

A' étant au plus égal à h, A(o,o) n'étant pas nul. L'équation étant une 
équation transformée ayant x ■=y ^ o pour point singulier, on aura 

A'-f-m^Â-f- 1 et y(o) = o. 

Montrons que le polynôme f{u) sera du premier degré si m est assez 
grand. Soit r son degré. D'après les formules de transformations, u n'entre 
dans l'équation que par le produit mx". On aura donc k^rm, d'où l'on 
conclut /i'-f- m >■ rm. En prenant m supérieur à /t, on aura r < 2. En 
divisant par x^, on aura une équation à point singulier du premier 
ordre. 

/Vous arriverons donc toujours , par /a suite de transformations indi- 
quées, à des équations ayant chacune un point singulier du premier 
ordre. 
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AS. Énumérons les diverses formes d'équations à point singulier du 
premier ordre, qu'on finira par obtenir pour équations transformées. Les 
variables seront z ett; s*= x : 

(i a) s rfi H- [fi.( H- t'J{t) -t- zF(z, t')] dz = o, avec ;a ^ o ; 

(i3) zdt-^ [fJ^«*H- ***'/(«) -^ zF(=» 0] dz=^o., 

y 

(i4) zG{2,/)''f-l-[.^' + f'/(0 + ^F(2»0l<^2 = o, 

G(o,o) étant nul. 

Ce sont des cas particuliers des équations examinées dans la première 
Partie. 11 me parait peu utile d'énumérer de nouveau les résultats trouvés 
à ce propos. Je remarquerai seulement que (i3) et (i4) nous donnent une 
in6nité d'intégrales t{z) non holoniorphes ; (i3) nous donnera toujours 
une intégrale holomorphet(z); (i4) nous fournira un développement 2(z) 
satisfaisant formellement à l'équation, mais en général ce développement 
ne sera pas convergent; (12) donne une intégrale holomorphe, à moins 
que [1 ne soit un entier négatif, et peut fournir une infinité d'autres inté- 
grales qui, lorsque [x. est rationnel et négatif, sont algébroides. 

46. Intégrales normales. — L'équation (1 a) admet toujours, si {i. n'est 
pas un entier négatif, une intégrale holomorphe autre que z := o. 

Supposons qu'elle n'admette pas d'autre intégrale holomorphe. L'inté- 
grale algébroîde de l'équation primitive fournie par cette intégrale holo- 
morphe sera dite intégrale normale. 

Une intégrale normale est une intégrale algébroïde de (i) fournie par 
une équation transformée de laforme 

zdt-h(~\t,. . .)dz = o, 

oit "K n'est ni nul, ni un entier positif. 
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Une pareille intégrale pourra s'exprimer par la formule 

y= rt,/r^'-hft,.r[^'H-rtjXj'-|-. . .-^C(f~{a„-h i), 
en posant 

( désignant l'intégrale holomorplie de (12), pouvant se développer sui- 
vant les puissances de z. Eu posant 

■^=9o'?,. ■ • -, 9« et x„==, 

on aura 

r:=rt,z''-l-«jZ'>-)-rt,,s^'H-. . .-^a„7f-{i +. . .) et x = z*, 

ce développement étant convergent pour z suffisamment petft en 
module. 

Comme II est facile de voir qu'un, au moins, des nombres j,, >,, .-, J„ 
est premier avec s, on en conclut que les s intégrales formant un cycle, 

que l'eu obtient en remplaçant z par x' , satisfont à l'équation différen- 
tielle. On peut former un développement holomorphe ç(/,a:) qui sera 
d'ordre f en j et d'ordre .t, en x, et qui, décomposé en facteurs, nous 
fournira les intégrales du cycle considéré. En désignant par q^ le plus 
petit des deux nombres .t et s^, je dirai que cp(/, .r) = o fournit une inté- 
grale algébroïde d'ordre de multiplicité ç, ou encore qu'elle fournit q inté- 
grales normales. 

Avec cette convention, on peut dire que Y équation (^i), oàX et Y sont 
d'ordre n, admet au plus n -h r intégrales normales. Pour le montrer, 
remarquons que l'ordre de multiplicité d'une iutégrale, f:^{y, x) = o, 
n'est pas cliangé par une substitution linéaire et que, par cette substitu- 
tion, une intégrale normale reste une intégntle normale. En faisant une sub- 
stitution telle que l'éipiation n'admette ni l'intégrale x ^ o, ni l'intégrale 
y = 0, les abscisses des deux extrémités du [lolygone figuratif seront res- 
pectivement/iH- 1 eto. La somme des degrés des diverses indicatrices sera 
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n-hi. Si ces indicatrices n'ont que des racinessiniples, chaque racine, ainsi 
que nous l'avons vu an g 42, fournira au plus une intégrale normale. 

Si l'on considère une racine d'ordre n, d'une équation indicatrice, 
l'équation transformée correspondante aura un point singulier de degré 
au plus égal à n,. La somme des degrés des diverses indicatrices relatives 
à cette équation transformée sera égale au plus an,. ( H y a lieu pour cette 
équation de faire uu changement de variable tel que l'équation n'admette 
plus rintégi-alejr, = o, si elle existe, aHn de pouvoir considérer comme 
intégrale normale l'intégrale j)' correspondante; mais il n'y a pas lieu de 
faire un changement de variables tel que réquation transformée qui admet 
toujours l'intégrale x, = o n'admette plus celte intégrale. En effet, a-, ^ o 
ne fournit pas d'intégrale de l'équation donnée. ) Nous pouvons dire que 
la somme des degi'és des diverses indicatrices des diverses équations 
transformées est au plus égale à n + i . Comme on finira par arrivn- à des 
équations transformées dont les indicatrices n'auront que des l'acines 
simples et dont chacune fournira au plus une intégrale normale, le nombre 
de celles-ci sera au plus égal à n H- i . Il est facile de former des exemples 
où il y a « -h I intégrales normales. £'n général, l'équation (i) où les 
termes de degré minimum sont de degré n aura n -+■ l intégrales normales . 

Enfin, il résulte de la discussion qui vient d'être faite le théorème sui- 
vant ; Toutes les fois que le nombre des intégrales normales sera infé- 
rieur « «H-i, nous aurons une infinité d'intégrales régulières qui, en 
générait ne seront pas Iwlnmorpkes. 

47. En général, il y aura « -+- i intégrales algébroïdes qui seront en 
même temps des intégrales noi'males. Mais, dans des cas particuliers, il y 
a des intégrales algébroïdes qui ne sont pas des intégrales normales; par 
exemple, si l'on arrive à une équation de la forme (i3) l'intégrale hoto- ■ 
morphe ï(z) de cette équation fournira une intégrale algébroide de (i), 
mais non une intégrale norniale. IjC raisonnement du paragraphe précé- 
dent montre que, si l'on considère les intégrales algébroïdes ^(.i) de 
l'équation (i), le nombre total des intégrales algébroïdes est, en général, 
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« 4- 1 ; s'il y en a plus de n+ i , il y en a une infinité. Les seuls cas où 
il puisse y avoir une infinité d'intégrales algébroides sont les cas signalés 
(§41 et §43) et le cas cil dans (12) ,ixest négatif et rationnel. Dans ce der- 
nier cas ces intégrales existent certainement, si u, n'est pas entier. Si il 
est un entier ("• = — /?)> il faut, pour qu'elles existent, qu'il y ait une 
relation entre les coefBcients de (la). On sait qu'on peut trouver cette 
relation en formant l'équation transformée par la substitution 

t^a,z~i-a^z*-h. ■ .+ z"~'(a^,-j- m), 

de manière à être ramené au cas de p = 1. D'après cela, on voit facile- 
ment qu'on peut résumer tous les cas en disant : Ily a une inanité d'inté- 
grales algébroïdes dans les deux cas suivants, et seulement dans ces 
deux cas : 

i" En un sommet du polygone figuratif de l'équation donnée, ou 
d'une des transformées, la tangente a une pente rationnelle, laisse au- 
dessus d'elle tout' le polygone et ne coïncide pas avec un coté du polygone. 

a" Les tangentes aux différents points d'un côtédu polygone figuratif , 
de l'équation ou d'unedes équations transformées coïncident avec ce coté. 

II. — Recherche dans certains cas de l' intégrale générale 
d'une équation différentielle dans levoisinage devaleurs singulières. 

48. Par analogie avec ce qui a lieu, en général, pour qn point sin- 
gulier du premier ordre, ou peut chercher si, dans le voisinage d'un point 
singulier d'ordre supérieur, l'intégrale générale d'une équation difleren- 
tielle ne peut se mettre sous la forme 

(i5) e^^'-^Èi'-A!-;. . .k). . .A^;=con9t., 

h{x,y) étant une fonction holomorphe, les A des facteurs qui, égalés 
à zéro, fournissent des intégrales algébroides de l'équation donnée que 
nous écrirons en supposant les termes de degré minimum de X et Y de 



y Google 



RECHERCHES SUR LES POINTS SINCLLIERS DES EQUATIONS, ETC. gS 

degré n : 

(i6) \{œ,y)dy+y.{x,y)âx^o. 

Il est évident que des classes étendues d'équations difTérentielIes 
admettent une intégrale générale de cette forme, puisqu'en différentiant 
la relation (i 5) on trouve une équation dilTérentielle ayant un point sin- 
gulier d'ordre supérieur à un. Mais nous allons voir, qu'en général, l'in- 
tégrale n'est pas susceptible d'être mise sous cette forme. Nous laisserons 
de côté le cas exceptionnel où l'équation (i6) a une infinité d'intégrales 
algébroides. Nous devons donc prendre au plus dans (i5) n+i fac- 
teurs A. Si quelques-uns de ces facteurs étaient de la forme 

y — a,x' — a^x' avec — < i , 

nous ne compterions les s facteurs analogues, d'après ce qui a été dit 
§ 46, que pour p^ facteurs. D'autre part, nous ne devons pas prendre 
dans (i5) moins de »h- i facteurs A, si nous voulons, en différentiant, 
obtenir une équation pouvant être identifiée à (i6), dans laquelle nous 
supposerons que Y et X n'aient pas un facteur commun g{x,y) holo- 
morphe et nul pourx^j>'= o. Remarquons enfin, qu'en différentiant la 
relation (i5), on obtient une équation 

(17) Y, (a;, y) (if + X, (a:, y) dx = o, 

et l'on doit avoir 

X,(x,x) = [h + U(x,y)]X{x,r); Y,(x,x) = [k + W{x,y)]\(x,x), 

M(x,j)') étant holomorphe et nul pour x^y=^o. Nous pourrons tou- 
jours diviser k[x, y) par la constante A, ainsi que les divers exposants X, 
dans la formule (i5), et supposer; par suite, que l'on a, si l'intégrale peut 
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se mettre sous la forme indiquée, 

\ X,(x,.r) = [, + M(.r,.r)|X(x,.r), 

49. Proposons-nous de déterminer les valeurs possibles des expo- 
sants y., telles qu'on puisse avoir les relations (i8). 

De ce que nous avons vu dans le Clinpitre précédent, il résulte qu'on 
peut trouver lui entrer .71, tel qu'en remplaçant x par -r"' toutes les inté- 
grales algébroîdes de l'équation deviennent des intégrales hoJoniorphes. 
Nous poserons 

\i=Y — o'-X — a'^x^ . . .a"'jf". . . = j-f- '^^■{■T)t 

En différentiant (i5) on obtient 

{h'/hi£~\- //' {{x)k^\, . . . A„ 

-\-)ù\[dy -\- ^'.{x)f^.v]^^\^ . . . A,_, A^^, . . . A„=o. 

Supposons que le coefficient n™ de A,, ne soit pas égal au coeflicient 
de .r"* dans un autre des facteurs A, les coefficients précédents n"~', etc. 
étant égaux aux coefficients correspondants d'autres facteurs. Si je pose : 

(19) ,r= a]x -\-a.x'-\- . . .-\-{a"'-\-v)x"', 

en remplaçant;^ par cette expression dans (17), divisant par la puissance 
de X qui se trouve en facteur dans tous les termes et ne considérant que 
les termes de degré minimum en v et en .x, j'obtiens une équation que je 
puis former plus simplement en faisant la substitution ( 19) dans le premier 
membre de (i5), et en tlifférentiant ce premier membre. Supposons que 
dans, ces conditions on ait 

Ay^ x'"'{bj-\- . . . ) H- vx^" ; hj ^o; "*/ < m. 

On a 
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Si l'on pose (?,-= ^"'^-)y, oùy prend les valeurs o, i , 2, 3, . . . , n et où 
l'on suppose m^ é^ai à m, on aura 

(20) h,...bi_J>i^,...t>„\a:[\-h'P{.i\v)]di>-h[i'c,'^xG{x,v)]d.i\ = o, 

F(o,o) étant mil. 

Si je fais la même substitution (19) dans l'équation (16), j'obtien- 
drai (20) au facteur près 1 h- M. Les termes de degré minimum seront 
donc identiques dans les deux cas. Il en résulte que l'on a C/^ 0, car si 
l'on avait c.= o (20) et, de même, (16) aurait une infinité d'intégrales 
iiolomorphes. Il en résulte encore que l'intégrale A,^^ o est pue intégrale 
normale, puisque nous supposons qu'il n'y ait pas une infinité d'intégrales 
algébroïdes. En identifiant ensuite les coefficients des termes xdf dans les 
deux résultats de substitution, nous avons la valeur de 

et, par suite, la valeur de \, les coefficients «„, «,, «,., . . . , «„ pouvant 
être supposés calculés à l'avance. 

Nous avons, pour simplifier les notalions, rendu holomorphes toutes les 
intégrales al gébi'oid es. Cela n'estnullementnécessairepour le calcul des À. 
Kn edét, si l'on a une variable .r,, liée à x pai' la relation r*^,!,, nous 
obtiendrons les termes de degré minimum de l'équatiou transformée, qui 
nous fournit l'intégrale A,-, en remplaçant dans (ao) x para?, etrf.f par —^ ■ 

En formant directement cette équation transformée, en partant de (i6), 
on obtient par l'identificatiou X,.. 

Si le coefficient n™ et les coefficients précédents de A^ avaient été égaux 
aux coefTicieuts correspondants de A,, A,, . , . , A^,., et did'érents des cor- 
respondants de A^^,, ..., A„, la mêmesnbstitution(lans(i7) nous donner a il, 
en employant le procédé et les notations déjà employées, 

^^-.. •■ ■K\{'^,^\^- ■ .-t-À;^).c/-V/i' 

-+■ X F(.r, v) dv H- [cv" -\- xG'x, v)\ ilx [ = o, 
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d'où , en identifiant avec l'équation transformée obtenue en partant de ( 1 6), 
la détermination de la somme X, H- )ij -h . . .-h\- 

On peut montrer, à l'aide de ce que nous venons de dire sur la déter- 
mination des exposants a, que les ), relatifs aux diverses intégrales d'un 
même cycle sont égaux et que, par conséquent, on peut, dans (1 5) asso- 
cier les facteurs de manière ii n'avoir que le produit de facteurs hoto- 
morphes. Je ne donnerai pas cette démonstiation qui n'offre qu'une com- 
plication de notation. Le fait signalé ne nous sera pas utile dans la suite. 
Dans le cas où la forme d'intégrale (i5j sera valable, l'égalité des X relatifs 
aux intégrales d'un même cycle résultera a posteriori du rapprochement 
des deux faits : 1" le premier membre de {i5) est convergent pourj^j 
et 1/1 suffisamment petit, quel que soit l'argument de x; 2° le système 
des exposants "k est déterminé d'une façon unique, abstraction faite d'un 
facteur k dont nous avons parlé. 

Le calcul que nous avons indiqué s'applique sans difBculté à la déter- 
mination de l'exposant de l'intégrale/ = o, si elle existe. En permutant 
le rôle de x et de j, il s'applique au calcul de l'exposant de l'intégrale 
X = o, si elle existe. 

Nous avons les conclusions suivantes : i* la forme indiquée pour l'in- 
tégrale générale ne peut être 'oalable que si l'équation admet n -\- 1 inté- 
gr-des normales; 2° à un facteur commun près les n-\-i exposants X sont 
déterminés d' une façon unique. 

30. Il nous reste à examiner si les différents termes de h{x, y) peuvent 
être déterminés et si le développement obtenu est convergent. Examinons 
d'abord s\k{x,y) existe forraellemenl. Pour éviter des considérations 
inutiles pour la suite des idées, je ne supposerai pas, au moins tout 
d'abord, que les "k aient été déterminés au préalable par la méthode qui 
vient d'être indiquée. Je vais montrer qu'on peut déterminer les 1 en 
même temps que les coefHcients de k[x.,y) lorsque cette détermination 
est possible. 

T/équation dilTérentielle ayant une intégrale générale delà forme (i5) 
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peut s'écrire 

(a. A, . . . A„ ^- H- S^.A, . . . A,_, A,.,, . . . A,,) df 
■+■ [a„A,., .A„^H-SA,.(p;.(.r)A,. . .A,-_, A-^,.. .A„K/.r = o, 

en identifiant cette équation avec l'équation donnée, on obtient 

2\.A,...A,_,A,,,...A„fX-YT;(,,0] = (yg-x|)A.A,...A„ 

(/=: O, 1 , . . ., rt). 

Le facteur X — Y^'.{x) qui devient identiquement nul, lorsque dans X 
et Y on remplace;)- par — <P/('i"), est divisible par X -h <^iÇv) := A^; le 
quotient sera une fonction holomorplie d'ordre n — i. En divisant les 
deux membres parle produit A, A,. . . A„, on obtient 

(>i) Y(,r,r)^-x(^,r)^ = c(x-,r), 

G est d'ordre n — i et linéaire et homogène par rapport aux X. Nous 
prendrons 

(22) A(j;,j)=/;,(.r,r) H- //,(.(•,/) + . . ■-h/i„{-r,x)-h 

les A^ étant des polynômes de degré à l'égal de l'indice. 

Pour que l'égalité (21) soit possible, il faut que les termes de degré 
n — I de C{.v,y) soient identiquement nuls. Eu éerlvant qu'il en est 
^insi, nous obtenons n relations linéaires et homogènes en X,)., . . . A„. Ces 
relations, si elles sont distinctes, nous déterminent les >. à im facteur près, 
que nous choisirons arbitrairement. Si elles ne sont pas distinctes, elles 
nous permettront d'exprimer certains des "k en fonction des autres qui 
resteront arbitraires pour le moment. 

Cherchons à déterminer les deux coefficients de //,. En identifiant les 
termes de degré n des deux membres de (ai), on obtient n -+- 1 relations 
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où les seules quantités encore indéterminées sont les deux coefficients 
de h, elles \ qui seraient restés encore arbitraires. En se servant de deux 
relations pour déterminer les deux coeflicients, il restera n — i relations 
entre les X et les coefficients. 

D'une façon générale, pour déterminer les coefficients de /i„, on identi- 
fiera les termes de degré m + n — r des deux membres ; m -H i des rela- 
tions obtenues détermineront les coefficients de h^ ; il restera n — i rela- 
tions entre les coefficients de X et de Y et les X restés arbitraires. 

Nous voyons qu'il y a nne accumulation de conditions portant sur les 
coefficients et sur les X arbitraires. Ces conditions seront distinctes^ s'il 
n'y a pas de relations entre les coefficients de Y et de X; en eflel, on voit 
que chacun de ces groupes de conditions contient des coefficients de Y 
et de X qui n'entrent pas dans les groupes précédents. Dans les condi- 
tions trouvées pour la détermination de h„{-v,x) entrent linéairement 
les coefficients des termes de degré m de X et de Y, tandis que dans 
les conditions précédemment trouvées entraient les coefficients de terme 
de degré au plus égal à m — i . Nous concluons, qu'en général, l'équa- 
tion n'aura pas d'intégrale de la forme indiqtiée. En disant que n — i 
conditions doivent être vérifiées pour que la détermination des coefficients 
de /(,„ soit possible, je n'envisage que le cas général, f^es m h- i équations 
que nous obtenons dans l'identification des ternies de degré m -t- « — ' i 
des deux membres sont linéaires par rapport aux m-\-i coefficients 
inconnus. Il sent donc facile d'énoncer des ras où il faudra plus de n — i 
conditions j>our (|ue ce système d'équations admette des solutions. 

Ce que nous avons dit, poui- montrer que les conditions que l'on ren- 
contre en vouliint déterminer les termes de h et les X sont distinctes^ 
suppose que X et Y sont des développements contenant un nombre indé- 
fini de termes. Si X et Y étaient des polynômes, les conditions ne portant 
plus que sur un nombre limité de coefficients, rien ne prouve que lei 
conditions successives que l'on rencontre soient distinctes. Il est évident 
que toutes ces conditions en nombre indéfini seront vérifiées dès qu'un 
certain nombre d'entre elles le seront. En effet, supposons, par exemple) 
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que X(ar,j) et Y(j:,jr) soient des polynômes de troisième degré, les 
termes du degré minimum étant du second. Tl est évident que, pour cer- 
taines formes de polynômes X et Y, l'équation admettra une intégrale 
générale de la forme 

(a3) c*"'^A^Bi'C'' = const. 

On peut prendre, par exemple, pour h. A, B, C, les premiers membres 
des équations de quatre droites passant par l'origine, >., u., v restant arbi- 
traires. On peut encore prendre A(j.', y) =i , A = (7xH-&_j', (x^v, BC = P. 
P étant un polynôme du troisième degré dont les termes de degré minimum 
sont du second, X et Y dépendront, dans le premier cas, de sept arbi- 
traires et de huit arbitraires dans le second cas. Si donc on prend des 
polynômes X et Y à coefficients indéterminés et qu'on écrive les condï- 
tions successives pour que l'équation admette une intégrale de la forme(23), 
ces conditions, en nombre indéfini, ne seront pas distinctes. 

Nous pourrons conclure ; En générai, il est impossible de déterminer le 
développement h ( xf) . 

51. Examinons maintenant le cas où toutes les conditions que l'on 
rencontre dans la détermination des X et des coefficients de h sont satis- 
faites. 

Je vais montrer d'abord que les rapports des exposants X, qui seuls 
peuvent être déterminés, le seront lorsqu'on aura calculé un nombre 
limité de coefficients de h et qu'ils coïncideront avec les rapports des 
exposants obtenus par la première méthode. Supposons que les termes de 
degré/? des développements ç,(x), 9,(-r), .. . soient différents. Soit 

*(-i'>r) = A. (-«^.J) + A,(x,.r) + ■ ■ ■ -h f-p{-r, .r), 

l'ensemble des termes de A de degré inférieur à /? -^- i , termes que l'on 
suppose déterminés, les coefficients de k, ainsi que les X„, X,, X„ pouvant 
a priori dépendre d'un certain nombre d'arbitraires. 

Nous savons que dans la détermination des coefficients de k n'inter- 
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viennent que les termes de X et de Y dont le degré est au plus égal à 
n +/>. Ceci posé, considérons ré(|uation 

(23') Y'(,r,j)rf|+X'(x,7)</.r = o 

qui admet pour intégrale générale 

(24) e*<''^'Ai-A*'. . .A;; = coiist. 

D'après la façon dont ont été déterminés les eoefïicients de A, les termes 
de Y'X — X'Y, jnsqu'au degré -in-i-p inclusivement, seront identique- 
ment nuls. Il en résulte imniédiii tentent que l'on pent trouver un poly- 
nôme P(.i-,_7-), [P{o, o):^o], tel qu'en multipliant par P les deux 
membres de (aS') on obtienne une équation 

Y^C^-, r) f/x -h X^C-r, x) dx = 0, 

où les termes de Y" et X'^ jusqu'au degré n -^-p sont identiques à ceux 
de X et Y. Cette équation a son intégrale générale donnée par (24)- O"*» 
si l'on applique à cette équation la première méthode indiquée pour la 
détermination des "k, on obtient les mêmes valeurs qu'en appliquant cette 
mélliode à l'éqnation donnée, car les termes de degré inférieur à n -j-p 
interviennent seuls dans cette détermination. 11 résulte de là que, lors- 
qu'on sera arrivé à la détermination des coelTîcieuls de A^,, les \ ne 
dépendront d'aucune autre arbitraire que le facteur par lequel on peut 
toujours les multiplier. 

Puisque les "X déterminés par la première méthode coïncident avec 
les "k obtenus eu cherchant àsiitisfaire aux conditions rencontrées dans la 
détermination de li{x,y), nous pourrons toujours les supposer déter- 
minés d'abord par la première méthode. 

Nous concluons que, quelle que soit celle des deux méthodes em- 
ployées, les 'kiif drpendcnt d'aucune autre arbitraire que Ip facteur con- 
stant par lequel on peut toujours les multiplier. 
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Nous verrons dans la- suite qu'en général h[x , y) ne dépend également 
d'aucune autre arbitraire que ce même facteur constant. 

52. Montrons que si le développement h{x,y) existe, il est conver- 
gent en général. Si les diverses intégrales normales A^ = n, A, =o, ... 
admettaient toutes à l'origme des tangentes distinctes, ainsi que cela a lieu, 
en général, nous pourrions aborder immédiatement la démonstration. 
A6n de pouvoir considérer tous les cas qui peuvent se présenter, faisons 
les changements de vaiiables suivants : 

Je commence par rempUicer, s'il y a lieu, x par ï", de manière à rendre 
holomorphes toutes les intégrales algébroides Je considère ensuite une 
de ces intégrales, l'intégrale A, = o, par exemple, et je fais un change- 
■ ment de vai-iable tel que celte intégrale devienne j)' = o. Je puis, enfin, 
faire en sorte, en remplaçant/ par z*", que pour les diverses intégrales 
algébroîdes z{t), - ne tende pas zéro, exception faite pour l'inté- 
grale z=o. 

Considérons, en effet, les termes de degré minimum en ï de A,, A,. 
A,, . . . , soit /?,, ^,, p„ ces degrés, et p le plus grand de ces nombres ; 
en posant y = z**, nous aurons obtenu le résultat énoncé. 

Nous aurons donc une expression 

e''<'''^z\z'--\-b,tf '-{-,.. )\...{z''-^h„f-...)'--, 

°" tfii 7»' • ■ ■> 7nSont au plus égaux à p. Cette expression égalée à une 
constante nous donnera, au moins formellement, l'intégrale générale de 
l'équation obtenue en faisant les changements de variables indiqués dans 
I équation (iG). /■((, z) existera formellement et satisfera à une équation 
analogue à (ai). Nous allons voir que le développement A(f, z) satisfai- 
sant à cette équation est unique; par conséquent, en cherchant k{t, z) 
satisfaisant à cette é(|uation et, faisant les changements de variables 
inverses des changements de variables employés, nous trouverons 
h{x, j). Si A-(a, t) est convergent, il en est de même à&k{x,y). 
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Nous sommes donc ramenés à faire la démonstration de la convergenre 
pour une équation dont l'intégrale générale peut, au moins formellement, 
se mettre sous la forme 

^^''^^f'{f-\-b,af--^...f'...{yP-\-b„afl--^. ..)*. = const. 

où Ton a b^b^. . . b„^o,et pAu moins égal à 9,, ^,, . . ., (f„. 
Ou en conclut que Ton peut écrire 

Y = b,b^... b„\ ^.-^.-^ -^. 4- . . . , 

X = ft,è,.. .6„2X,7,x».*».* ■-^.-' jH- 

Si l'on désigne par a le produit b,b^. . . b„, et par A{x,y), B(a:,j) 
des développements en ;r et y dont les termes de degré minimum sont de 
degré supérieur à q, on peut écrire encore 

('251 i ^ = ^'^o'^'^°->^''y-^ H-ot.^— A{a;,j) = Y, — A(j:,7), 

On lèverait tous les doutes que peut susciter, dans la démonstration 
précédente, l'emploi de A(i, z) dont la convergence n'est pas démontrée, 
en raisonnant comme aux Paragraphes 11 et 31 , et employant une équa- 
tion différentielle auxiliaire ayant en commun, avec l'équation donnée, les 
termes de degré inférieur à n-i~ p dans X et Y. C'est là un mode de rai- 
sonnement auquel nous ferons plusieurs fois appel sans le développer. 

L'équation donnant k {x, y) pourra s'écrire 

A et B sont d'ordre supérieur à ^ et C d'ordre supérieur ou égal à q. 
Nous avons à déterminer 

en faisant successivement m = 1 , . . . , 2, . . .. 
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Dans chacune de ces déterminations nous commencerons par détermi- 
ner le coefficient /, du terme en a;, ensuite le coefficient l,, ainsi de suite. 
Cet ordre intervient dans la démonstration qui suit. Nous obtenons /, 
en identifiant les termes en jf*^~*y des deux membres. On a ainsi 

(26) B.{a,— /-Iî;^, v,)4h- S[(/- + i) a, — {s — î) J3,] /,^,- = B,,; 
1= 1, a, . . . , -r, 

B,^ est une fonction des coefKcients de A, B, C et des coefficients déjà 
déterminés de /t. Considérons les quotients des coefBcients du second 
membre par s -^- r 

s-\- r s + r ' s -h r ^' 

La première quantité désigne l'affixe du centre de gravité des masses j* 
et/", placées aux deux points X^ et — 2)>,ç, ; il en résulte que si \ et SX, «y, 
n'ont pas leur rapport positif, cette quantité restera, quels que soient r 
et Sf supérieure en module à un nombre e. Le module de la deuxième 
expression restera toujours inférieur à t, ; -' étant le plus grand des mo- 
dules des quantités a,., p^. 

Désignons par D (x^y) une fonction majorante commune à A.(x,y) et à 
B ( X, y). Si nous remarquons maintenant que les seuls termes de C (^, y) 
qui interviennent dans la détermination des termes de h sont ceux qui 
contiennent en facteur a^~* , nous pouvons considérer à part ces ternies et 
désigner par a:^'E(x,y) une fonction majorante de l'ensemble de ces 
termes. On voit alors, sans difticulié, qu'on obtient une fonction k{Xjy) 
qui a tous ses termes supérieurs en module aux termes correspondants de 
/i(x, y), en considérant la fonction déterminée par l'équation 

( ^ r j:^ + ''ïvJ =■' »'^C-'''r)-H/.(.^,r), 
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où x(-^)/) ^^^ ""^ fonction ne contenant pas x à une puissance supé- 
rieure kg — a et que nous déterminerons terme à terme par la condition 
que l'on pui^ise déterminer les termes de A(j-, j). A cet effet, nous déter- 
minerons les termes de k(Xyy) dans le même ordre que les termes de 
h(.x,X). Pour obtenir les termes de degré r h- j' de k(x,y), nous identi- 
fions les termes de degré q-^-r+s — i des deux membres. Les r-i-s-i-i 
équations obtenues par l'identification des termes où x enire à une puis- 
sance supérieure kg — a, nous déterminent les r+j+i coefRcienta 
cherchés de ^(.r,j), il nous reste ensuite ç — i relations obtenues par 
l'identification des termes j:'~',j.''"*, ...,xet enfin des termes indépendants 
de X. Ces relations ne pourraient être satisfaites si nous ne disposions pas 
de xC-^»/)' ^"*'* nous permettent de déterminer la fonction ^(a:,^); cela 
revient à exprimer que le second membre de (27) peut être divisé par le 
premier facteur du premier membre de cette équation. Si nous montrons 
que le développement /^ ainsi déterminé est convergent, nous aurons 

•'■fi •+■'■5; =/(■'■••'')• 

/{x,y) étant un développement convergent dont les termes du degré 
minimum sont du premier degré. Si Ton désigne par F(x,j) une fonc- 
tion majorante de/(x, j), on voit que les termes de A sont inférieurs aux 
termes correspondants de F; k{x,y) est donc convergent pour x e\. y 
voisins de zéro. 

Démontrons l'exisieuee de la fonction x,{x,y). Écrivons 

x(x,y) = .f'-'j*/.»(r) + ''''".'V,>{r)+-- +-^j'^7.,-/r)+7V^(r)- 

Soienl, d'autre part, 

■1^ — .rv. (r)' --^ —xUr)^ ■'^ — rv.Cj). 

les g — I facteurs primaires du premier facteur du premier membre 
de (37)- Pour que le second membre soit divisible parce facteur, il faut 
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et il suffit que le second membre devienne identiquement nul lorsqu'on 
remplace x p^fj"îiiy)- En divisant par y^^ qui se trouve en facteur dans 
le résultat, on obtient les équations 

rrCr)7..(r)+Tr(r)^(.r)H-----+-T.{r)/^..(r)+/./r) + E,(r)=o. 
rr (r)x.(r) -Hrr'(r)/,.0') -H. ■ -ht. (j-)/w-.(r) + yjr) ^ p. (r) = o. 

On a ainsi q — i équations, où les y — i inconnues sont /.,i /,»i • ■ ■ > '/^, 
le déterminant de ces inconnues n'est pas nul; on peut donc détennlner y^ 
de manière à satisfaire aux conditions indiquées. 

Il est bon de nous rendre compte de la signiBcation des nombres 
îi) 9ï) • ■ - ) 7n que nous avons trouvés comme exposants de x après une 
suite de changements de variables. En se reportant au n° 49, on volt que, 
toutes les intégrales étant rendues holomorphes, Çj désigne l'exposant 
de X dans le premier des termes de A^ qui diffère du terme correspondant 
de A,. Si nous faisons jouer à une intégrale A,'=:o le rôlejouépar Aq=o, 
nous aurons un autre système de nombres ^,, «/,; ...jf//^,, ...,g,^,, .... (/„, 
que nous pourrons afiecter de l'indice t\ s'il y a quelque ambiguïté. Si le 
rapport des deux nombres X^ et ^X,f , est positif, nous ne pourrons dé- 
montrer la convergence du développement h(x, y) par le raisonnement 
précédent; mais si l'on peut trouver \ tel que 

\ et X.y.H-X,^, -H. . .-H Vi?/-. -t-À,+iî,v. H--- -H-^?» 

n'aient pas leur rapport positif, on fera la démonstration de la conver- 
gence en faisant jouer à A;= o le rôle joué par A, = o. On montrerait, 
du reste, par un raisonnement déjà employé, que, si l'on peut déterminer 
les termes de k(x,y) en opérant d'ime façon, on pourra déterminer 
A (x, y) en opérant de toute aulre façon. La démonstration de la conver- 
gence ne sera donc en défaut que si, quel que sort r, le rapport de À,- et de 
^\qj est positif (^j ^ 1,2,/ — 1 , /-t~ i , . . . , «). 

J'admettrai que ce rapport ne peut être positif, quel que soit i, que si 
les rapports de tous les A sont positifs. Je démontre, sans peine, géomé- 
triquement, cette dernière proposition dans le cas, qui est le plus général, 
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où tons les q sont égaux et aussi, quels que soient les q^ dans le cas où n 
est inférieur à cinq. Dans les autres cas, je n'ai pas de démonstration 
rigoureuse. Cela étant admis, je dirai : 

Si les rapports des exposants \ ne sont pas tons positifs et si le déve- 
loppement h[x, y) peut être déterminé formellement, ce développement 
est convergent. 

Remarquons que la démonstration s'applique à un point singulier du 
premier ordre, c'est-à-dire à l'équation que nous avons considérée dans là 
première partie et dans le cas où le rapport X des deux racines de l'équation 
adjointe n'est pas négatif, aucune de ces racines n'étant nulle. 

Il résulte encore du mode de détermination des coefficients de h[x,y) 
employé que, sauf dans le cas où, pour certaines valeurs de s et de r, le 
coefficient de l'inconnue l^ dans (a6) est nul, il ne peut y avoir qu'un 
système de coefficients pour h{x,y). Le développement /t(x, y), s'il 
existe, est, en général, unique. 

35. Les conclusions à tirer de l'existence d'une intégrale générale de 
la forme indiquée ne me paraissent pas bien nettes, même si tous les expo- 
sants X sont réels. Nous allons montrer directement, en nous servant de 
l'équation (iG), que, si les X ne sont pas positifs, il y a une infinité de 
caractéristiques passant par l'origine. En effet, en nous reportant aux 
expressions (23) de X et Y, nous voyons qu'il existe un exposant, 
nous supposerons que ce soit X,, tel que l'équation puisse, ainsi que nous 
l'avons fait, être mise sous la forme 

(ex* H- c,j.'^~'y -+- . . .)dy-i-y(c'x^~* -i- c'^x"^'' y ■+■ . . .)dx= o, 

c et c' n'ayant pas leur rapport positif. Si nous posons y = z'' et x = uz, 
l'équation devient 

[(cr + f/)«-|-. : .)]dz-\-z{c'-h- . .)du = o. 
En prenant r égal à un si le rapport - n'est pas réel et en prenant r assez 
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grand si -; est négatif, le rapport des coefficients cr -+- c et c ne sera pas 
positif, ii y aura une infinité de caractéristiques passant par l'origine. La 
démonstration est valable que le développement h{x, x) existe ou non. 

S4. Considérons maintenant le cas où tous les 'k sont positifs, (.es cir- 
constances qui se présentent, lorsqu'on cherche à déterminer les termes 
de h{x,y), nous permettent de distinguer trois cas différenis : 

1" h{xy y) n'existe pas. On est arrêté par une impossibilité dans la 
détermination de ses termes. Cette circonstance peut se présenter, comme 
cela se produit dans le cas général, parce que Ton obtient, pour déter- 
miner un groupe de coefficients de //, plus d'équations qu'il n'y a d'in- 
connues. Elle peut encore se présenter, lorsque, les nombres 'k vérifiant 
des relations linéaires à coefiîcients entiers, on obtient dans {26) pour 
coefficient de l'inconnue à déterminer un nombre nul. Les deux cas ne 
sont pas distincts au fond et l'on peut admettre que, si l'on déterminait les 
coefficients dans un autre ordre, la seconde circonstancene se présenterait 
pas. Nous montrerons que, dans le cas qui nous occupe, il y a toujours une 
infinité de caractéristiques passant par l'origine. Ce cas est tout à fait ana- 
logue au cas examiné sous le nom àf: foyer dans la première Partie. 

2" On peut déterminer les termes de h(^x,y), mais les rapports des 
nombres 'k ne sont pas tous rationnels. Nous ne pouvons affirmer, en 
général, la convergence de h{x,y). C'est un cas tout à fait analogue à 
celui qui se présente pour un col. 

De ce que nous avons dit, à propos d'un col, il résulte que le dévelop- 
pement g'est divergent dans certains cas. Dautre part, il seiait facile d'in- 
diquer des classes d'équaiionsanalogues à celles citées à propos d'un col et 
pour lesquelles h serait convergent. Il est évident que pour ces équations les 
seules caractéristiques passant par l'origine sont celles qui sont fournies 
par les intégrales algébroïdes. 11 parait probable qu'il en est toujours ainsi. 
Nous n'examinerons plus dans ce qui suit ce cas 1", 

3" Oj peut déterminer les termes de h[x,y) et les rapports des 
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nombres X sont tous rationnels. On peut supposer ces différents nombres 
entiers. Nous verrons que ce cas est tout à fait l'analogue du cas d'un centre. 
Nous devons remarquer que le développement fi[x,y) ne saurait être 
déterminé d'une faqon unique. En effet, si l'on désigne par v le produit A^, 
A^', . , . , S^'y l'intégrale générale pouvant se mettre, au moins formelle- 
ment, sous la forme c*'*''^i'^const. pourra également se mettre sous la 

forme 

pgA(*,r)^i _^ (^^f,(J> _^ (._^^,i iM _^ _ _ .) = const., 

les constantes c,, t-,, . . ., étant arbitraires. Nous montrerons que ces 
constantes arbitraires qui entrent dans le développement k peuvent être 
déterminées de telle sorte que le développement soit convergent. Il en 
résultera évidemment qu'il n'y a pas d'autres intégrales passant par l'ori- 
gine que les intégrales algébroîdes. 

33. Pour établir les résultats qui viennent d'être indiqués dont la 
démonstration n'est pas immédiate, j'établirai d'abord une forme sous 
laquelle peut être mise l'intégrale générale de l'équation. Nous supposerons 
effectués des changements de variables tels que les intégrales algébroides 
de y{x) deviennent holomorpbes. Pour aucune d'elles par conséquent le 
rapport - ne croîtra indéfiniment, lorsque x tend vers zéro. Ces chan- 
gements de variables pourront toujours s'effectuer, ils seront du genre de 
ceux que nous avons employés, paragraphe 32, ils peuvent augmenter 
l'ordre du point singulier et le nombre des intégrales algébroîdes, mais ils 
ne changeront pas la nature des exposants X qui seront toujours tous posi- 
tifs dans le cas actuel. 

Soit, en désignant par X„et Y„ les partiesde degré minimum de X et Y, 

(28) [Y„(a:, _r)^-B(x, j)|//r-l-[X„(,c,jy)-(- A(a:, j)j(^ = o 

l'équation différentielle. Nous pouvons toujours supposer, d'après ce qui 
vient d'être dit, que l'intégrale générale de 

\ „{x,y) dy 'h X„(.t', y)dx=: o 
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est 

(*9) {y — "■t^Y'iX — a,x)^.. . {y — a„x)^-^const. 

La constante a, sera supposée nulle ; toutes les autres constantes seront 
supposées différentes de zéro ; plusieurs d'entre elles pourront être égales. 
Il en résulte qu'en prenant la différentielle totale de (29), 011 obtiendra, 
à un facteur près, Y„rff + \„dx. 

Posons 

,., , i^ = 'r. y''{y—a*^f'{y—a^^f'---{y — a„xf'^ç>\ 

/ v=>,H-X, +... + >„, «' = (1 — «,()*.(! —a^tf'...{i—a„tf: 
Nous aurons 

(3.) -v^'i. r = l- 

En prenant pour nouvelles variables t et p, l'équation (28') devient 

(3a) [{i-fl,0(«— «.0--(' -«„0^--pA.(p,0]'/p^-p'B,(pOrf«=o. 

A, et B, pourront être développés suivant les puissances de p, les coeffi- 
cients étant des fonctions de t. 

Précisons le champ dans lequel nous étudierons la nouvelle équation (Sa). 

L'équation (28), d'où nous sommes partis, n'est valable, en général, 
que pour \x\ el\y\ inférieurs à une certaine limite e'. Pour définir le do- 
maine dans lequel t variera, marquons dans le plan des t les points — > 
— » . . . , — > décrivons autour de ces points de petits cercles et, de l'origine 

comme centre, décrivons un grand cercle comprenant les premiers à son 
intérieur; nous ferons varier t dans le domaine D compi'is entre le grand 
cercle et les petits cercles. SI t varie dans D, | u [ restera supérieur à une 
limite qu'on peut déterminer. On pourra donc trouver e tel que pour 
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[pi < e, on ait \x\ ■< e', \y\ < e' et que, par conséquent, nous ayons le 
droit de faire le changement de variables et d'employer l'équation (3a). 
En prenant t dans le domaine D et e suffisamment petit, on peut pour p < e 
mettre l'équation sous la forme 

rfp H- p'ij;(p,i)rf( = o, 
ayec 

et il existera une fonction majorante de '^(p,ï)que nous pourrons toujours 

M , 

désigner pal" » M étant une constante. Si l'on considère l'équation 

cette équation admet une intégrale que l'on petit mettre sous la forme 

/(p. t) = p/.c) -+- ?"/(') + p'./;w+- ■ 

On aura 

/,(<) = o. 

/■,(')=s(y+'www) [/='. '■. ■■■,('--i)j- 

Nous prendrons les yj,,/,, /j, ... tels que, pour (= o,y(p,f) se ré- 
duise à p^ nous aurons donc 



f,(t)^fyu->-<)r,{zyYa-)<i-- 



Nous obtiendrons une limite supérieure de ce terme en remplaçant^ **'}<-/ 
prfr des quantités supérieures en module et en remplaçant t/t par d<j difîé- 
rentielle de l'arc de courbe décrit par le point variable z allant de zéro à (. 
L'inlégl-ale de l'équation 

dF _ ^^ àF M 
rfp s - p 



= P 



nous, fournira donc une fonction majorante de y, F étant déterminé par, 
Ie& mêmes conditions initiales. Nous avons vu au paragraphe 14 que F, et 
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par suitey, est convergent si l'on a p < r, et op < ti'. On pourra donc 
prendre tr aussi grand que l'on veut, pourvu que l'on prenne p suffisam- 
ment petit. Nous pouvons, bien entendu, déformer l'arc de courbe décrit 
par f et suivant lequel nous intégrons, de manière à lui donner la longueur 
minimum, sans le faire sortir du domaine D. 

Nous avons une intégrale générale de l'équation différentielle de la 
forme 

P + P*/i(')-J-p*/ï(0+---=cont., 

le» coefficients fde ce développement étant des fonctions de t définies pour 
t variant dans un certain domaine D ne contenant aucun des points cri- 
tiques de la fonction définie par 

u" — {l — a^tf-{i — a,tY.. . .{l — ajf.. 

Ce développement est convergent par 

p < e et T < ^ 

/ étant arbitraire, e suffisamment petit et ff étant la longueur minimum 
qu'on peut donner à un arc de courbe décrit par t en allant d'une valeur 
initiale o à une valeur t. Cet arc de courbe peut être astreint à tourner 
plusieurs fois autour des points critiques de u. 

S6. Indiquons une forme de l'intégrale générale particulière au cas où 
h[x^y) existe formellement. Je pose . 

(33) ^■=|r + T.W]'-[j + <P,W]V..[r+T.W]'-=A,A,...A„ 

en désignant, comme précédemment, par A,, A„ . . . , A„ les divers fac- 
teurs qui, égalés à zéro, fournissent les intégrales hulomorphes. Je vais 
montrer que, si l'on peut déterminer les divers termes du développement 
A(x,;)^),ilexiste un développement K(i', x, y) suivant les puissances de f, 
dont les coefficients sont des séries dont les termes sont des polynômes 
homogènes eu o^ et en / et qui, égalé à une constante, fournit l'intégrale 
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générale de l'équation différentielle. K(c, x,y) est convergent pouKT- 
V, x,j suffisamment petits, et pour (= - restant compris dans le do — 
maine D et décrivant dans ce domaine un arc de longueur finie à partiK" 

Nous avons 

v\„\,...A„ 
en posant 

a = SX;A„...A,_,A,-„:..A„ip;(.r), p = S\A,... A,_, A,^,...A„. 

Pour que K(c,a.',j) nous fournisse l'intégrale générale de l'équa- 
tion (28) il faut et il suffit quel'on ait 

v/ ^àY^ v/ \à¥. vY.\ik^...ki , ku,. . . \J\ a'Ax) — X} dK 
*■ ^-^ ' dx ^ ^•' ' dy wAtAi....K„ dv 

En comparant avec le calcul du Paragraphe 30 on voit que cette équa- 
tion peut s'écrire 

(34) Y(x, j) f - X(x, j) '^ + .Z{x,r) f = o, 

les termes du degré minimum de X, Y, Z étant de degré «. 

Si Jes coefficients de X et Y sont quelconques, on sera arrêté par des 
impossibilités dans la détermination des termes de K. Je vais montrer que 
si le développement h (x, y) existe, au moins formellement, K {v,x, y) 
existe. La démonstration est immédiate, si h(x,y) est convergent. Nous 
avons en effet l'intégrale 

v'e'"^'^ = const. ou V =: const. , V = ce '' . 

Le développement 

K{i;,.r,.r)=V4-^,V*-hc,V*+. . .-t- (,■,¥"+. . . 
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OÙ les c sont des constantes arbitraires, nous fournit une fonction K. Pour 
étendre la démonstration au cas où nous ne savons rien sur la convergence 
de A (x,j) il n'y a qu'à raisonner comme au paragrapheH. On remarque 
que, si l'ou suppose X,Y,//,K ordonnés en série de polynômes homo- 
gènes, les 'coefficients des termes de A et de K de degré inférieur à m ne 
dépendent que des coefficients des termes de degré inférieur à/n de X et Y. 
Pour rendre ce fait plus évident, on peut considérer les divers coefficients 
de (p,,Ç,, ...,<Pn)*î**™"'6 un système de coefficients donnés a /jriori, de ma- 
nière à ne pas avoir à tenir compte de ce que ces coefficients et, par leur 
intermédiaire, les coefficients de h et de K, dépendent des coefficients 
de X et de Y. Cela étant, si Ton désigne par /(x,/) l'ensemble des termes 
de h {x, y) jusqu'au degré m, et si l'on considère l'équation 

Y, {x,y) iiy h-"X, (AJ) ''•^i 
ayant pour intégrale générale 

(35) i'V"^=const., 

on peut toujours supposer en divisant, si cela est nécessaire, par un fac- 
teur les deux membres de l'équation, que les termes de degré inférieur 
à m -h n de X, et Y, sont identiques aux termes correspondants de X et 
de Y. Donc les termes que l'on déterminera pour la fonction \j{y,x,y) 
satisfaisant à 

(36). Y,(x,j) ^- _X,Cx,j)| +.Z,(x,r) f = o 

seront identiciues aux termes que l'on pourra déterminer pour K. satis- 
faisant à l'équation (34)- On voit que K dépendra d'un nombre indéfini 
de constantes arbitraires. Je vais montrer qu'on peut déterminer ces con- 
stantes de manière à obtenir un développement convergent. 

Employons le changement de variables (3o), K devient une fonc- 
tion K, {v, p, t) que, pour fixer les idées, nous supposerons ordonnée en 
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série de polynômes homogènes en v et en p, les coefficients étant des fonc- 
tions de t. En répétant les calculs du Paragraphe précédent on voit que K, 
satisfait à l'équation 

<37) S-=P ■Kp.')iç-+''P/.(P.')-5;;- 

Cette équation admet une intégrale qui, pour t^o, se réduit à une 
fonction arbitraire de v et de p. Nous considérons l'intégrale qui , pour ï = o, 
se réduit à v. On trouve des conditions de convergence de K, analogues 
à celles trouvées dans le Paragraphe précédent; K, est convergent 
pour 11»! < e, îp! < e et ptj < t,. 

Je vais montrer que, si dans K,(f,p,/) on remplace p et 2 en fonction 
de X ety, on obtient un développement '^{y,x,y) suivant les puissances 
Aev^x^y. Faisons d'abord la démonstration en supposant A (a:,/) con- 
vergent. 

L'équation (34) a visiblement pour intégrales particulières, d'après la 
Ëiçon dont on l'a formée, les fonctions 

ve " et c — (A^'A^'. . .A^')'. 
Nous avons désigné la première quantité par V, posons 

(A;-A; . . .k'-;y = r{x,x), K = v — r. 

Nous désignerons par V,, R,, r, ce que deviennent ces diverses quan- 
tités, lorsque x etjy sont remplacées en fonction de p et de t. L'intégrale 
générale de (34) sera une fonction arbitraire de V et de R. L'intégrale 
générale de (37) sera donc une fonction arbitraire de V, et de R,. En 
particulier l'intégrale se réduisant, pour ( := o, à t» sera de la forme 

/(V„H,). 

Sous cette forme, on voit que, si l'on remplace p et ? en fonction de x 
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et de^, on a un développement ne contenant que des puissances de v, 
x,y. Comme, pour obtenir cette forme, nous sortîmes obligés de rap- 
procher dans V, et R, les termes qui contiennent p à la même puissance, 
termes dont chaque groupe nous fournit un polynôme homogène en x et 
enjy, nous aurons bien /■(«, x,y^ se présentant sous la forme indiquée. 

Cette conclusion, valable dans le cas où l'on sait que le développement 
k{x,y) est convergent, s'étend parle mode de raisonnement déjà employé 
au cas où l'on ne sait rien sur la convergence. 

Nous aurons donc l'énoncé suivant : 

Dans le cas oii k(x,jr) existe formeilement et où les rapports de tous 
les X sont positifs, il existe une intégrale générale de la forme 

k[v,x, y) = const., 
en posant 

k''=a;*, a;-, ...,a*-. 

k est une fonction nulle pour f =: o et qu'on peut développer suivant les 
puissances de v, les coefficients étant des fonctions de x et de y qui sont 
des séries dont les termes sont des polynômes homogènes en x et en y. 

Je ne puis affirmer que k converge pour x,y et v suffisamment petits. 
D'après la démonstration, il faut que t==- reste compris dans le 
domaine D et décrive dans ce domaine un arc de longueur finie à partir 
de t^o. 

37. Nous allons montrer à l'aide de ce résultat que, dans le cas où les 
rapports de tous les exposants À,, X, , . . . , ).„ sont rationnels et positifs, il 
existe un développement suivant les puissances de x et de^ qui, égalé à 
une constante, donne l'intégrale générale de l'équation différentielle. 

V désigne une quelconque des v quantités satisfaisant à la relation (33). 
Donc, en désignant par c une de ces quantités et par fa> une racine primi- 
tive de ï" — 1 ^o, en remplaçante par wv, w*c, . . ., a)""'f et faisant la 
somme des diverses expressions obtenues, on aura une iniégi'ule de 
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l'équation (34)- Considérons dans cette somme les termes provenant du 
termet^Jt^(x, j)de A(c, x,x), kj^x^y) désignantlecoefRcientdet^dans A, 
la.somnie considérée sera 

•^^pC-ï', j) [ IH- W" H- w"" H- . . . H- w"-'"'] ; 

la parenthèse étant égale à sera nulle si p n'est pas un multiple de v 

et égale à v si /? est un multiple de v. La somme considérée sera donc une 
intégrale de la forme L(c'',a:,_)'). 

En remplaçant f' par son expression en x et y^ on aura une inté- 
grale H(x,^) =const. \{{x,y)i que nous pouvons mettre sous la forme 
d'une série dont les termes sont des polynômes homogènes en x et j*, est 
une fonction holoinorphe pour x -^y ^ o. 

On rendra la démonstration de ce dernier point tout à fait rigoureuse 
en employant le théorème suivant : 

S il' on a une série ^i(^[x y y), dont les termes sont des polynômes homo- 
gènes de degré égal à l'indiccy si les termes de cette série restent finis 
pour X et y prenant toutes les 'valeurs réelles inférieures en modulé à.s, 
la série définit une fonction liolomorphe de X et dey pour \x\ < gjljl < 5- 

Ce théorème s'étend immédiatement au cas où x et y^ au lieu de rester 
réels, gardent des arguments fixes et au cas d'une série de même nature à 
un nombre quelconque de variables. 

Nous avons donc étendu au cas actuel le théorème obtenu dans le cas 
d'un centre par M, Poincaré et généralisé par M. Bendixson. 

Nous obtenons, comme dans le cas d'un centre, une intégrale géné- 
rale 

H(x,_)')=:const., 

\i{x,x) étant, comme dans le cas cité, un développement qu'on peut 
ordonner en série de polynômes en x et en y. 

On conclut sans peine de là que, dans- le cas actuel, il n'y a pas 



y Google 



BECHERCHES SUR LES POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS, ETC. II7 

d'autres intégrales que les intégrales holomorphes pour lesquelles x et y 
tendent simultanément vers zéro. 

â8. Montrons que, si les conditions pour qu'on puisse déterminer 
k{x,y) ne sont pas satisfaites, il y aura une infinité de caractéristiques- 
pour lesquelles x ety tendront simultanément vers zéro. Ces caractéris- 
tiques ne seront pas des caractéristiques fournies par les intégrales holo- 
morphes. La démonstration qui va suivre serait valable quelles que soient 
les quantités ^0, X,, . . .,\a\ mais nous n'en aurons besoin que dans le cas 
où les rapports de toutes ces quantités sont positifs; la démonstration est 
déjà faite dans les autres cas. 

Nous supposons qu'en cherchant à déterminer 

h{x,y) = \ -\- h,{x,y) -\- h^{x,y) -\- . . ., 

h^ étant un polynôme homogène de degré q, on puisse déterminer //,, 
h„ . . ., k,y mais qu'on soit arrêté par une impossibilité dans la déter- 
mination de//.,^,. 

L'équation aux dérivées partielles à laquelle on est conduit pour déter- 
miner les termes de h et obtenue paragraphe 50 [équation ( 2 1 )J se de'duit 
de l'équation (36) en remplaçant L(i', x,y) parfV"'^'. Par suite, si l'on 
fait le changement de variables (3o)} qui substitue Axely les variables p 
et t\ h{x,y) deviendra ^(p, t), k satisfaisant à l'équation 

(38) | = p'^(p,0| + vpx,(p,0- 

Nous voyons que si nous cherchons à déterminer k mis sous la forme 

(39) *(p, 0?=i4-*.(0p-»-*.(0p'-i-----t-*/C0p'H--". 

on pourra, pour t inférieur ou égal à s, prendre 
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Comme nous avons 

du ap._,(l) 

dl ~ v(i — o,l){i-<'.0---(i-<'»')' 

Pn-i ctant un polynôme de degré n — l , nous aurons 

(4o) *>w==^F = „-,„(.-,,t<).:.(, ->,„,) • 

Le numérateur étant un polynôme en ( de degré (' -h n — i . 
D'autre part l'équation (38) nous donnera 

*;■(')=.«■.■{'). 

«,;(() étant connu dès que A,, A,, ...,fc,_, sont connus. 

En comparant les deux égalités nous avons la forme desa,(/) poure^ j. 
Cette forme est encore la même pour i^s-\- i. On peut le voir en 
remarquant d'abord que a.„, (') ^^t une fonction linéaire des coefficients 
des termes de degré s-^ i par rapport à p de ^^(p, *)- et x(p, t), qui 
eux-mêmes dépendent linéairement des coefficients des termes de degré 
n~hs-+- 1 deX(;r,j)et Y(j:,^). Or, si l'on donne à ces coefficients de X 
et de Y des valeurs convenables, on pourra déterminer un polynôme 
Aj^,(.r,_)'); par suite o:.,^,(t) sera de la foi-me (4o)- Or la valeur donnée 
à ces coefficients ne changera pas la forme de a.^^, {t). 

Nous avons donc pour i,, k,, . . .,k, des fonctions uniformes de t et 
àe u\ u étant lié à t par la relation 

a" = {\ — a ,tf' {\ — a^tf'. . .{\ —a„tf; 

Montrons qu'il n'en est plus de même pour k,^,. 
On a 
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c étant une constante arbitraire. Je dis que I et, par suite, k^^, (t) est une 
fonction périodique de (et n''^'. Lorsque t décrit certains contours partant 
de l'origine et aboutissant à l'origine, u'*' reprend la même valeur et I 
ne reprend pas la valeur zéro. Pour le démontrer, je vais montrer que, 
s'il n'existe pas de pareil contour, on pourra prendre 

P«-i W étant un polynôme de degré j -|- i et, par suite, déterminer pour 
h^,{-v,y) un polynQme se déduisant de P,+,, en remplaçant t par- et 
multipliant pary*'. 

La démonstration de ce fait résulte immédiatement des propriétés des 
fonctions algébriques, dans le cas oii les rapports de tous les exposants 
X^'X,...X„ sont rationnels. En effet, si I n'est pas une fonction périodique 
et ne présente pas de point logarithmique, le produit itf*' I est une fonction 
uniforme de t et de u^' , qui n'aura d'autre pôle que t^oo, qui sera un 
pôle d'ordre égal à j + i ; on aura donc 

u**' l^c^-h c,t'+-...-hc,^,tf** -h c'a*** ; 

en prenant c = — c' on aura bien pour A**"' la forme indiquée. 

Le raisonnement est en défaut si I présente un point logarithmique; 
cette circonstance ne peut se produire que si le produit d'un des >, de ^, 
par exemple, par s -{- i est un entier; dans ce cas u'*' ne change pas de 
valeur lorsqu'on décrit un lacet entourant le point — » tandis que I augmente 
d'une période logarithmique. Ce cas ne 'peut donc se présenter si l'on 
suppose I non périodique. 

Pour faire la démonstration dans le cas général, établissons d'abord 
certaines relations nécessaires pour que I ne soit pas une fonction pério- 
dique. Nous désignerons par bj un lacet partant de f = o et entourant le 

point — - Tx)rsqu'on décrit ce lacet, u**' est multiplié par e " , quan- 
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tité que nous désignerons par — B^ désignera la valeur que prend I, 

lorsrjn'on part de / = o, avec la valeur I = o et qu'on décrit, dans le sens 
direct, le lacet By; B' désignera la valeur I lorsqu'on décrit le lacet by 
dans le sens inverse en partant toujours de ; = o. Nous obtenons inimé- 
diatement la relation 

(40 ByH-|AyB'=o, 

en décrivant te lacet bj successivement dans le sens direct et en sens 
inverse. Ceci posé, considérons un contour C formé du lacet ^j et du 
lacet h, décrits successivement dans te sens direct et des lacets b^ et b, 
décrits ensuite successivement en sens inverse. Lorsque t aura décrit C 
u aura repris la même valeur; donc si I n'est pas une fonction pério- 
dique, on aura 

B, -t- fi„ B, + |x, (A, \\'^ -h jx, B'^ = o 

on, en tenant compte de (4), 

B<.{' — ."■.) — iî.(" — :ao) = o. 

Si 1 n'est pas périodique, on aura donc 

'*« _ "■ _ _ B„ _ , 

il étant une certaine constante. Si nous considérons le produit /»**' (I — d), • 
ce pixiduit est égal à — rfpour ï = o,si l'on part de t = o avec la valeur an 
pour M et il devient — [ ''^ i — 'fy'^ — d\=^ — d, après qu'on a décrit dans 
le sens direct le lacet bj. Ce produit n'admet donc pas f = — » comme 
(KtiiU critique; y pouvant prendre les valeurs i^, a, . . ., n, le produit 
est une fonction uniforme de t, qui n'a d'autre pôle que t = ccy pôle 
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d'ordre j H- i . On a 

u'*' {] — d) = c^-i- c,t + cj' -\- . . .H- (\^_,l'*\ 

d'où, en prenant c = — d, il résulte que A,+, a bien la forme indiquée. 
Nous concluons donc qu'il existe au moins un contour fermé C, tel que u 
reprenne la même valeur et que /■,^,(()augmente d'une période lorsque ( 
décrit ce contour. 

Nous venons de voir que, si l'on cherche à obtenir une intégrale géné- 
rale del'équation différentiellesous la forme i'''e*''''"=const,, tétant pris 
sous la forme (Sg), on peut prendrepour A,, A,, . . . , A, des fonctions 
uniformes de/; A,+,(() sera une fonction périodique. lien résulte, en se 
reportant à l'expression de v, que, si l'on cherche à déterminer l'intégrale 
générale sous la forme 

(4a) pH-p'/;(ï)+py,(0 + - • .= const., 

on trouvera pour./, ../j, ■ ■ ■■> f, des fonctions uniformes de t et de u et 
pour y^^, une fonction périodique, dont l'expression sera de la forme 

(43) ■ f,Ut) = ci<.^.i')+i{t), 

e étant une constante et l{t) une fonction uniforme de t et de u. Faisons 
le changement de variable 

(44) = = p+ pv, W -t- p"/,(0 +• • •+ p"'/(')- 

Nous n'emploierons ce changement que pour t compris dans le 
domaine D et p suflisamment petit. L'équation diflërentielle en z et i 
sera 

. les coefficients a,(A) des diverses puissances de z étant des fonctions uni- 



y Google 



formes de / et u. Si l'on cherche pour celte équation une intégrale géné- 
rale de la forme 

G(z,t) =z-i-z'g,(t) -j-z'g-j(()+. . .-h2'-^»g-^,(/)-f-..,=const. 

on voit, en comparant l'iniégrale (4a)etle changement de vaiiable (44)) 
qu'on pourra prendre 

et que g^^_, U) sera une fonction périodique qui aura une expression ana- 
logue aJl^, (t) donné par (43). 

D'autre part, G(z, () satisfait à l'équation 

On aura 

?',(') -*-!»■. W = 0, 

donc on a : o.,{t) ^ o. On montrera de même de proche en proche que 
l'on a 

a.,(^) ^ aj(()^. . .^a^{t) ^ o. 

L'équation se réduira à 

^ = z'^*ffl,,^,(O-l-="''x,^,(0-t-- • ■» 
et, comme on a 

ctj^, (f) sera une fonction uniforme de ^ et de « dont l'intégration donnera 
naissance à une fonction périodique, lorsqu'on intègre suivant un cer- 
tain contour fermé C partant de l'origine. La forme de ce contour 
étant fixée, désignons par l sa longueur, désignons par a la longueur d'un 
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arc de courbe de ce coTitour, comptée à partir de l'origine, tr pouvant 
avoir un signe, selon le sens dans lequel est décrit le contour. Nous pou- 
vons considérer t comme une fonction de (T définie par la forme du 
contour. Si l'on parcourt une infinité de fois de suite, dans le même sens, 
ce contour, <t croîtra indéfiniment ; nous allons montrer que, dans ces con- 
ditions, z tend vers zéro; il en résultera que p et, par suite, a; et ■>' tendent 
vers zéro, d'après les expressions (3i) (p. 109). 

/ a.,^^{t)dt devient une fonction de (T, qui, lorsque 5 augmente de /, 

se reproduit augmentée de la période w. Soient g'{o') cette fonction et g^((T) 
sa dérivée. 

L'équation différentielle devient 

^=/(a)z'"+/,(^)z-+.... 

Posons 

-,i7=-(^+')[?('')-7''] + FfT' 
r étant une nouvelle variable. On tire de là 



.{s-^^)r'*'\g{Q)- 



Le changement de variable défini par cette formule, ainsi que le chan- 
gement inverse, sont valables pour |7'| ou |z| suffisamment petits, parce 

que g'(tr) — ■j'^ est une fonction dont le module reste compris entre des 
limites fixes, lorsque u croît indéfiniment. En faisant ce changement de 
variable l'équation différentielle devient 

£ = ?''"[. +ï(^')|. 
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Y(r, c) étant aussi petit que l'on veut quel que soîtff, pour r suffisamment 
petit. On peut appliquer à cette équation le raisonnement tout à fait ana- 
logue à celui (lu paragraphe 23. Au i-este, en posant 

(^-h i)/^*' = — - p", p = Re^* 'S Y(r, c) = a-h /fi 

et séparant la partie réelle de ta partie imaginaire, on obtient 

(^R = R'[{i -t- a)cos6 — psinÔjrfff, 
S =2R^[pcos6-i-(n-a)sin9]rfa, 

qui lie différent des équations du paragraphe 23 que parce que les va- 
riables réelles r et ( sont remplacées par les variables réelles R et a. 
A chaque valeur initiale de R correspondra une caractéristique pour 
laquelle x et y tendront vers zéro. Ces caractéristiques ne seront pas 
algébroides, parce que - =tne tend vers aucune Hmite. Nous avons donc 
le théorème suivant : 

Si /i{x,x) m peut être déterminé, l'équation admet une infinité de 
caractéristiques pour lesquelles x et y tendent sirnultanément vers zéro. 
Ces caractéristiques ne sont pas Jbw nies par les intégrales algébroides. 

S9. En rapprochant les résultats qui viennent d'être obtenus de ceux 
obtenus au paragraphe 47, on voit que, sauf dans le cas où tous les ex- 
posants A ont leurs rapports positifs et oii li{x, y) peut être déterminé, 
l'équation (i) admet toujours une infinité de caractéristiques pour les- 
quelles X et y tendent vers zéro. 

Le eus où. Les rapports dcs'k sont tous positifs et ou k(x,y) peut être 
déterminé se subdivise en deux cas : 

i" Les rapports des "k sont tous rationnels. Il n'y a pas d'autres carac- 
téristiques passant par l'origine que celles fournies par les «H- i inlé- 
ff raies normales. 
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2° Les rapports des \ ne sont pas tous rationnels. Je ne puis affirmer 
s'il y a ou non d'antres caractéristiques que celles fournies par les inté- 
grales normales. 

Ces conclusions sont donc les mêmes que lorsque le point singulier est 
un point simple d'intersection des courbes X = o, Y = o. 
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UIXHERCHES 

StH LES POINTS SINGULIERS DES ÉBUATIONS DIFEÉRENTIELIES. 
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Ajouter : Contra ire ment à une ariimiation de Briol et Bouquet, 
on obtient des caractéristiques pour lesquelles .r et y tendent 
vers xéro, avec un argument fini. 
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Ajoiiler : En elFet, le n 
dans les cas suivant! 
grales: i" une transformée du premier ordre à laquelle aboutit la 
réduction (§ V5) n'admet pas d'intégrale normale; a" l'indicatrice 
relative an côté ^„ ^i^, n'a pas %-^,- 9, racines finies et non 
nulles (§43); 3° une racine d'ordre «i d'une indicatrice fournit 
une transformée d'ordre inférieur à n, en Y, (| 42). Ces cas 
exceptés, la somme des ordres des diverses indicatrices est tou- 
jours /i + I et l'on obtient n + i transformées du premier ordre 
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Il(.r,^) étant un dévelojipem 
liolomorplie pour ^ ^ j- = 



y Google 



DEUXIÈME THESE. 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR U FACULTÉ. 



Théorie des tourbillons. 



fu et permit d'imprimer : 

Paris, le i mai igoS. 

Le Vice-Recteur db l'Académie de Paris. 

L. LIARD. 



f« et approuvé : 

Paris, le 4 mai 190Ï. 

Le ItoiCN DE LA Faculté des Sciences, 

Paol APPELL. 



PARIS. — lUImlUËHIK UAUTIIIim-VILLAHS, QUAI DES GBANDS-AIICUSTIKS, 55. 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



y Google 



